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前 言 


本 书 是 在 (观测 数据 处 理 》 讲 义 的 基础 上 经 多 次 修改 编著 的 。 原 稿 
完成 于 1991 年 10 月 , 并 投入 使 用 , 曾 得 到 李 德 仁 院士 的 关心 与 大 力 支 
持 , 在 后 续 的 使 用 过 程 中 于 1995 年 .1999 年 又 先后 做 了 两 次 修改 ;根据 
最 新 制定 的 教学 计划 , 本 次 修改 对 部 分 内 容 又 做 了 增 、 删 。 

本 书 是 作为 专业 基础 课 教 材 使 用 的 ,立足 于 为 后 续 的 专业 课程 打 好 
有 关 数 据 处 理 方 面 的 基础 。 正 如 在 本 书 第 一 章 引 论 中 所 述 , 随 着 科学 技 
术 和 生产 手段 的 飞速 发 展 ,数据 处 理 的 一 些 基本 方法 已 为 许多 学 科 、 专 
业 , 许 多 科研 及 生产 部 门 广泛 地 应 用 。 地 理 信息 系统 (GIS) 是 一 门 集 多 
学 科 为 一 体 的 新 兴 的 边缘 科学 ,在 众多 领域 的 开发 与 建设 中 发 挥 着 越 来 
越 重要 的 作用 ,而 GIS 原理 和 方法 不 断 充实 与 发 展 的 过 程 ,是 离 不 开 数 
据 处 理 的 有 关 基 础 知识 的 。 

本 书 是 从 观测 分 类 以 及 误差 产生 的 内 在 与 外 界 原因 谈 起 ,逐渐 深入 
并 展开 ,在 以 基本 的 误差 理论 和 参数 估计 为 重点 的 基础 上 ,综述 了 地 理 
空间 信息 基础 的 有 关内 容 。 同 时 ,还 增补 了 空间 数据 质量 控制 与 抽样 检 
验 等 内 容 。 

顾及 到 信息 工程 、 示 感 、 航 测 等 专业 的 特点 以 及 高 层 学 习 的 需要 , 作 
者 还 选 写 了 多 元 统计 分 析 的 基本 内 容 ,这 将 有 助 于 基于 高 等 统计 理论 的 
图 像 解 译 、 聚 类 与 判别 分 析 等 , 也 是 本 教材 的 一 个 特点 。 

全 书 共 分 七 章 。 第 一 、 二 两 章 主要 介绍 的 是 误差 的 基本 理论 , 讨论 
的 是 如 何 根据 观测 数据 求 定 某 些 量 在 一 定 的 统计 意义 下 的 估 值 以 及 如 
何 衡量 观测 值 的 精度 和 估 值 精度 的 问题 。 其 中 , 阐述 观测 值 函数 精度 与 
观测 值 精度 之 间 关 系 的 广义 传播 律 , 其 应 用 范围 极 广 。 

第 三 章 是 从 较 抽象 的 数学 模型 推导 入 手 ,分 别 对 常用 的 几 种 数据 处 
理 的 原理 具体 化 , 给 出 实用 公式 和 计算 方法 。 

第 四 章 介绍 了 对 正则 方程 的 求解 以 及 对 某 些 特 殊 观 测 问题 的 处 理 
方法 ,其 中 的 序 贯 观测 与 估计 是 近代 估计 理论 在 误差 处 理 方面 的 一 个 成 
功 应 用 。 





第 五 章 是 地 理 空间 信息 基础 的 有 关内 容 。 对 地 理 空 间 系 统 的 建立 、 
GIS 数据 质量 分 析 、 数 据 内 插 、 地 图 投影 的 基本 概念 以 及 空间 各 种 坐标 的 
转换 做 了 必要 的 介绍 。 

第 六 章 介绍 的 是 多 元 统计 分 析 方 面 的 知识 , 适用 于 多 种 专业 的 需 
求 ,是 当前 专业 学 习 的 需要 , 同时 也 为 进一步 深造 打下 扎实 的 数学 基础 。 

第 七 章 是 以 质量 控制 与 数字 地 图 产品 的 质量 检验 为 主要 内 容 的 。 
“规范 "性 的 文字 叙述 较 多 , 旨 在 建立 “质量 "是 GIS 生存 和 发 展 的 保障 
这 一 理念 。 

全 书 内 容 是 按 约 60 教学 学 时 安排 的 。 根 据 专业 特点 , 可 有 所 侧重 。 
为 叙述 力求 简单 、 注 重 实用 , 赂 去 了 个 别 复杂 证 明 。 

阅读 与 学 习 本 书 内 容 时 ,读者 若 具有 “线性 代数 ”与 “数理 统计 ”方面 
的 知识 将 会 收 到 事半功倍 的 效果 。 

本 教材 中 引用 了 许多 著作 作为 参考 文献 ,在 此 , 谨 向 作者 表示 训 心 
感谢 。 在 写作 过 程 中 也 曾 得 到 有 关 同 仁 的 支持 与 帮助 ,在 此 表示 谢意 。 

由 于 水 平 所 限 ,不 当 和 错误 之 处 在 所 难免 , 诚 请 读者 批评 、 指 正 。 


作 者 
2002 年 岁 末 于 武汉 
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第 一 章 引 论 
第 一 节 观测 概述 
一 、 观 测 数 据 处 理 的 意义 


观测 数据 处 理 方法 的 研究 也 同 其 他 学 科 一 样 ,是 根据 生产 和 科学 研究 实践 中 
对 观测 数据 分 析 、 处 理 的 需要 而 产生 的 。 

随 着 科学 技术 和 生产 手段 的 飞速 发 展 , 尤其 是 电子 计算 机 的 广泛 普及 使 用 , 观 
测 数据 处 理 方法 的 研究 也 在 不 断 地 深入 进行 。 目 前 , 它 已 成 为 现代 统计 数学 的 一 
个 重要 组 成 部 分 ;数据 处 理 的 一 些 基本 方法 已 为 许多 学 科 、 专 业 ,许多 科研 及 生产 
部 门 广泛 地 应 用 。 

在 生产 和 科学 研究 中 , 人 们 经 常 对 各 种 类 型 的 物理 量 进 行 观测 , 而 获得 大 量 的 
观测 数据 。 这 仅仅 是 感性 材料 ,为 了 对 观测 结果 形成 认识 上 的 深化 并 反映 事物 内 
部 的 规律 性 , 从 观测 结果 中 引出 科学 的 结论 , 必须 运用 数学 方法 按照 一 定 的 准则 对 
获取 的 观测 数据 进行 分 析 、 处 理 , 得 到 可 用 数学 方式 表述 的 某 种 规律 。 

为 进行 具有 中 国 特色 的 社会 主义 建设 和 国防 建设 ,需要 规模 巨大 的 人 造 卫 星 、 
大 地 ,海洋 测量 航空 摄影 测量 以 及 经 久 不 断 的 工程 测量 工作 。 这 些 测量 工作 都 是 
借助 专门 的 设备 与 仪器 , 直接 或 间接 地 对 所 研究 的 对 象 进行 观测 而 获得 大 量 的 有 
关 数 据 。 通 过 一 系列 的 数据 处 理 过 程 , 从 而 确定 出 地 球形 状 和 大 小 、 固 体 潮 变 化 ， 
海洋 定位 以 及 表示 地 表 与 大 陆架 起 伏 的 各 种 比例 尺 地 形 图 ;也 为 工程 勘察 、 设 计 、 
施工 .运营 各 阶段 提供 科学 依据 。 

遇 感 技术 是 在 不 直接 与 被 研究 对 象 接触 的 情况 下 , 利用 专门 的 装置 收集 被 研 
究 物 体 、 地 区 或 现象 的 数据 ,通过 分 析 、 处 理 提取 和 应 用 有 关 物 体 、 地 区 或 现象 的 信 
息 的 一 种 技术 。 实 际 上 , 获取 信息 的 过 程 就 是 观测 ;对 所 获 遥 感 信息 进行 辐射 校 
准 \ 几 何 改正 \ 数 据 变换 、 影 像 增强 、 数 据 识别 与 分 类 等 过 程 就 是 数据 处 理 。 

21 世纪 初 ,我国 已 逐渐 全 面 实 行 土 地 有 偿 使 用 , 大 量 的 界 址 点 测量 , 宗 地 权 属 
的 确定 以 及 土地 资源 的 现状 调查 与 开发 前 景 等 工作 , 都 要 通过 各 种 观测 手段 获取 
大 量 数 据 并 经 过 必要 的 数据 处 理 后 , 才 可 为 有 关 的 决策 部 门 提供 法 律 和 政策 上 的 
科学 依据 。 

在 通信 与 控制 领域 内 , 分析、 处 理 受 噪 声 污染 的 信号 观测 结果 以 及 自动 系统 的 
设计 问题 , 也 十 分 重视 数据 处 理 的 各 种 估计 理论 。 为 此 , 国内 外 出 版 了 大 量 相关 
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专著 。 

机 械 工人 在 完成 某 一 工件 制作 过 程 中 ,要 及 时 对 加 工 中 的 工件 进行 测量 , 校 核 
加 工 的 质量 , 以 保证 工件 尺寸 及 其 公差 达到 设计 要 求 。 

对 一 批 产品 的 抽样 检查 , 统计 检验 产品 的 某 项 技术 指标 是 否 符合 要 求 , 也 可 从 
中 分 析出 生产 质量 的 稳定 情况 ,或 考验 技术 革新 中 某 种 新 产品 的 实际 效果 。 

科学 实验 的 过 程 , 也 是 组 织 实验 项 目 、 观 测 以 及 对 实验 结果 分 析 、 处 理 的 过 程 。 

例如 ,特定 的 风 洞 实验 , 不 仅 可 以 对 初步 设计 的 飞机 机 与 进行 一 系列 空气 动力 
学 的 实验 , 也 可 对 各 种 建筑 模型 .大 坝 模型 等 进行 实验 , 测定 与 分 析 它 们 的 受 力 情 
况 , 从 而 进一步 修改 设计 直至 定型 。 实 际 上 , 这 是 一 系列 空气 动力 的 力学 测量 与 数 
据 处 理工 作 。 

长 期 观测 的 气象 资料 是 分 析 、 研 究 天 气 和 气候 变化 规律 的 基础 ,也 是 农林 、 水 
利 \ 建 筑 等 部 门 在 进行 生产 ,规划 、 设 计时 所 必须 参考 的 。 只 有 根据 多 年 来 的 观测 
数据 ,经 过 分 析 、 处 理 才 能 揭示 某 一 地 区 气候 变化 的 规律 性 , 同时 也 为 制定 这 一 地 
区 今后 气候 参数 的 变化 模式 提供 依据 。 

在 人 类 步 入 21 世纪 的 今天 ,地 理 信息 系统 (GIS) 这 门 集 多 学 科 为 一 体 的 新 兴 
的 边缘 学 科 , 在 测绘 .地 质 矿 产 、 农 林 水 利 ,气象 ,海洋 、 环 境 监测 、 城 市 规划 、 土 地 管 
理 、 区 域 开发 与 国防 建设 等 领域 发 挥 越 来 越 重要 的 作用 。 而 对 GIS 原理 和 方法 不 
断 充实 与 发 展 的 过 程 中 , 是 离 不 开 数 据 处 理 这 一 方法 的 。 

还 可 以 列举 出 大 量 的 来 自生 产 和 科学 实验 中 的 测量 及 其 数据 处 理 的 问题 。 可 
以 说 ,观测 及 其 结果 的 精度 分 析 和 数据 处 理 这 方面 的 问题 , 在 生产 和 科学 研究 的 各 
个 方面 随时 可 以 遇 到 。 


二 、 观 测 的 分 类 


由 于 观测 所 采取 的 方式 不 同 , 可 分 为 直接 观测 和 间接 观测 。 

为 了 测定 某 一 物理 量 , 例如 角度 和 距离 , 空气 的 湿度 ,气流 的 压力 等 , 我们 可 以 
直接 用 经 纬 仪 . 钢 尺 或 测 距 仪 ,湿度 计 、 气 压 表 等 测 取 所 要 观测 的 量 , 这 是 最 简单 的 
测量 问题 , 称 为 直接 观测 。 就 是 说 ,这 时 被 观测 的 量 可 以 直接 与 其 单位 尺度 进行 比 
较 。 

有 些 观测 则 不 然 , 如 为 了 观测 某 一 建筑 物 的 高 度 , 可 以 在 某 个 测 站 上 用 经 纬 仪 
观测 该 建筑 物 的 垂直 角 8, 并 量 取 从 测 站 到 建筑 物 的 距离 S, 由 几何 关系 


h=S:tang (1.1) 


来 确定 建筑 物 的 高 度 h。 在 这 个 例子 中 , 被 观测 的 量 h 是 由 直接 观测 量 8 和 S 通 
过 确定 的 函数 关系 求 得 的 。 这 样 ,高 度 的 测量 就 称 作 间 接 观 测 。 
间接 观测 在 测量 实践 中 是 非常 普遍 的 。 应 该 说 , 绝 大 多 数 的 测量 问题 都 是 通 
办 





过 间接 观测 解决 的 。 

在 平面 控制 测量 中 ,为 了 确定 B 点 相对 于 A 点 的 位 置 , 可 以 先 观测 出 两 点 间 
的 距离 Sas 与 两 点 间 边 长 所 处 的 方位 cas, 如 图 1.1 所 示 。 由 几何 关系 可 出 求 B 
点 的 相对 坐标 , 有 


& 
局 
[ 


= SAB * cosaaB 
| (1.2) 


AYap = Sap * sinaap 





图 1.1 


当 由 两 个 已 知 点 A、B 求 待定 点 P 的 平面 位 置 时 (图 1.2), 可 分 别 在 A 点 与 B 
点 上 直接 观测 角 pi 与 >, 按 式 (1.3) 


icot8a + zacotBl — y1 + 
ca cotB + cotB2 y 
(1.3 


yicotBy + yz2coth1 + zl — x2 


A cotB1 + cotB2 


计算 。 其 中 (z1, y1) 和 (zz, yz) 分 别 为 A 点 与 B 点 的 已 知 坐标 值 。 
上 述 这 些 都 是 间接 观测 的 例子 。 实 际 上 , 间接 观测 量 是 直接 观测 量 的 某 种 函数 。 
如 果 被 观测 的 物理 量 在 测量 过 程 中 按 状态 来 区 分 ,观测 又 可 分 为 静态 观测 和 


Ce 





动态 观测 。 所 谓 静 态 观测 是 指 在 测量 过 程 中 被 观测 的 量 是 不 变 的 ;而 动态 观测 是 
指 在 测量 过 程 中 被 观测 的 量 是 变化 的 。 

前 面 所 举 的 几 个 例子 中 , 某 一 建筑 物 的 高 度 , B 点 相对 于 A 点 的 平面 位 置 以 
及 根据 两 个 已 知 点 及 直接 观测 角 求 待 定点 的 平面 位 置 等 , 这 些 被 观测 的 物理 量 在 
测量 过 程 中 都 是 不 变 的 , 因而 也 都 是 静态 观测 。 

再 看 下 面 这 个 例子 。 当 用 一 台 具 有 漫 反 射 功能 的 测 距 仪 在 岸 边 观测 海上 临时 
抛锚 的 轮船 时 , 根据 观测 数据 可 以 确定 测 站 到 船体 的 距离 。 显 然 , 这 样 的 测量 是 属 
于 静态 观测 。 然 而 ,如 果 是 用 这 种 仪器 跟踪 观测 行驶 在 海上 的 轮船 , 这 时 , 被 观测 
的 量 一 一 测 站 到 船体 的 距离 则 是 变化 的 , 这 就 属于 动态 观测 。 由 于 测 距 仪 具有 直 
接 测 距 的 能 力 , 因而 这 两 者 又 都 是 直接 观测 。 

当 采 用 太阳 高 度 法 或 北极 星 时 角 法 使 用 经 纬 仪 进行 天 文 方位 角 观 测 时 , 由 于 
地 球 除 公转 外 还 在 不 停 地 自转 , 那么 , 测 站 到 太阳 (或 北极 星 ) 的 方向 与 测 站 到 某 一 
点 方向 之 间 的 夹 角 则 是 变化 的 ,这 也 属于 动态 观测 。 虽 然 经 纬 仪 具有 直接 测 角 能 
力 ,但 被 观测 量 一 一 天 文 方位 角 却 不 能 直接 获得 , 因而 , 这 又 是 动态 观测 中 的 间接 
观测 。 

尽管 可 以 将 测量 问题 根据 其 反映 矛盾 的 特殊 性 分 为 直接 观测 和 间接 观测 、 静 
态 观测 和 动态 观测 , 然而 , 它们 又 都 理 含 着 普遍 性 的 问题 , 即 震 要 解决 观测 结果 的 
期 望 值 及 其 精度 评定 这 样 一 些 数据 处 理 问 题 。 

在 上 面 的 例子 中 , 测 距 仪 瞄准 抛锚 船体 , 测 得 一 组 观测 数据 D;(; = 1, 2, …， 
7n), 这 样 的 测量 实际 上 是 对 距离 这 个 物理 量 进行 的 多 次 重复 观测 。 按 着 一 般 的 认 
识 , 对 这 组 观测 数据 D; 取 算术 均值 





Se a 
D= oD (1.4) 


式 中 ;n 为 观测 次 数 ;DD 也 就 是 测 站 到 船体 距离 的 期 望 值 ， 或 称 估计 值 .最 或 然 值 
等 。 这 类 问题 在 后 续 章节 详细 讨论 。 

对 于 跟踪 观测 行驶 着 的 船体 这 种 情况 , 被 观测 量 的 性 质 就 不 同 了 。 由 于 船体 
到 测 站 的 距离 在 不 断 变化 ,这 时 仍然 取 一 段 观测 数据 的 算术 均值 万 就 没有 多 大 实 
际 意义 了 , 充其量 不 过 是 船体 距 测 站 在 观测 时 间 到 1， 之 间 平 均 距离 的 一 个 估 
计量 , 且 是 在 轮船 行驶 轨迹 近 于 直线 的 条 件 下 才 有 这 个 意义 ,一般 情况 下 ， 连 上 述 
解释 都 不 成 立 。 因 此 , 不 能 简单 地 取 用 算术 均值 的 方法 处 理 。 

由 于 航行 过 程 中 每 个 观测 点 反映 的 只 是 航行 过 程 中 在 特定 时 间 的 某 一 个 状 
态 ,n 个 观测 点 (4;, D;)(i=1,2,…, n) 反 映 的 是 某 一 段 航行 轨迹 ， 人 们 关心 的 是 
对 这 一 段 航行 轨迹 的 整体 认识 , 而 不 是 对 某 一 个 特定 观测 点 的 认识 。 如 果 能 利用 
最 小 二 乘 原理 进行 曲线 拟 合 来 代替 静态 观测 中 的 取 算 术 均 值 ， 那么 首先 假定 距离 
随时 间 的 变化 是 线性 的 。 这 样 ,就 可 以 用 一 条 直线 来 拟 合 这 组 观测 数据 。 设 该 直 
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线 方程 为 
Dl(1)=atot (1.5) 


如 图 1.3 所 示 , 这 里 欲 选择 的 a 和 6b, 应 该 使 直线 到 各 观测 点 (4i, D;) 的 离 差 
的 平方 和 Q 为 最 小 , 即 


P(N)=a+tbt 





Q = DDG) -pip = Quin (1.6) 
若 令 
DP(2) - Di = (1.7) 
(1.6) 式 又 可 写成 
Q = 了 汪 和 导入 区 (1.8) 


式 中 :[  ] 称 高 斯 取 和 符号 。 
根据 求 自由 极 值 的 方法 可 知 ,使 Q 达到 最 小 的 必要 条 件 是 
20_30. 
Fd i 0 (1.9) 
由 于 在 Q 的 表达 式 中 各 项 均 非 负 , 因此 , Q 对 a 与 5 的 二 阶 偏 导数 必 大 于 0, 也 就 
是 说 , Q 必定 有 一 个 非 负 的 最 小 值 。 
由 于 


aQ 


2 =2> (ar+b-D)=0 
(1.10) 


20 =25 (a4 Bi- Dt =0 





解 此 方程 ,并 令 


As 
t= nr 
万 -上 六 p， 
ni 
人 
5 = LDDs 
Sa 一 可 y 
则 
a=D- 
Si- (1.12) 
b5 8- 
这 样 ,利用 一 组 观测 数据 (z;, D;) (i = 1,2,…, n ) 就 可 确定 出 线性 方程 (1.5) 


式 中 的 两 个 参数 a 与 5。. 有 关 最 小 二 乘法 的 详细 讨论 ,将 在 第 三 章 给 出 。 
第 二 节 误差 及 其 特性 


生产 与 科学 研究 的 实践 使 人 们 认识 到 , 任何 一 种 观测 都 不 可 避免 地 要 产生 误 
差 。 也 就 是 说 , 当 对 某 物理 量 进行 多 次 观测 时 ,无 论 仪器 有 多 么 精密 , 观测 是 何等 
仔细 ,各 次 的 观测 结果 之 间 总 是 存在 着 差异 。 例 如 , 当 对 某 段 距离 进行 往返 丈量 
时 ,两 次 观测 的 结果 并 不 相同 ;在 大 地 测量 中 , 三 角形 是 构成 平面 控制 网 的 基本 图 
形 , 而 观测 到 的 三 内 角 之 和 一 般 并 不 等 于 理论 上 应 有 的 180"。 也 正 是 由 于 观测 必 
然 带 有 误差 这 个 共同 的 特点 ,这 就 决定 了 观测 数据 的 处 理 不 同 于 一 般 的 数学 问题 。 
如 上 面 提 到 的 三 角形 测量 中 , 从 几何 上 讲 ,一 个 平面 三 角形 只 要 观测 其 中 的 任意 两 
个 内 角 就 完全 可 以 决定 其 形状 , 然而 ,从 观测 这 个 特点 上 讲 , 就 应 该 观测 全 部 内 角 ， 
使 观测 增加 可 靠 性 , 然后 再 根据 一 定 的 准则 经 过 合理 地 分 配 误 差 再 决定 出 三 角形 
的 最 终 形状 。 这 是 各 种 专业 的 测量 问题 所 特有 的 、 区 别 于 一 般 数学 问题 的 特点 。 

产生 误差 的 原因 , 大 体 有 如 下 三 个 方面 : 

一 是 测量 仪器 不 准确 ,存在 误差 ; 

二 是 观测 者 的 感觉 器 官 鉴别 不 准确 ; 

三 是 观测 时 所 处 外 界 条 件 的 影响 。 

这 





概括 地 讲 , 前 两 个 是 观测 误差 产生 的 内 在 原因 , 后 一 个 是 外 界 原因 。 

全 部 测量 工作 的 中 心 ,不 外 采用 种 种 办 法 尽 可 能 地 消除 或 减少 误差 对 观测 结 
果 的 影响 , 提高 和 合理 地 分 配 观 测 与 期 望 值 的 精度 。 因 此 , 可 以 形象 地 讲 , 观测 及 
其 数据 处 理 的 过 程 也 就 是 减 小 误差 的 过 程 。 

为 了 掌握 误差 出 现 的 规律 及 其 对 观测 结果 准确 性 的 影响 , 应 按 误 差 的 性 质 进 
行 分 类 以 便 采取 不 同 的 方法 加 以 处 理 。 

随机 误差 ”在 一 定 的 观测 条 件 下 进行 了 一 系列 的 观测 , 如 果 观 测 误差 其 数 
值 大 小 和 符号 都 是 不 定 的 ,不 存在 任何 确定 的 规律 性 , 它 只 具有 统计 性 的 规律 , 那 
么 这 种 误差 称 为 随机 误差 。 

随机 误差 的 产生 取决 于 测量 进行 中 一 系列 随机 性 因素 的 影响 。 所 亩 随机 人 性 因 
素 是 指 观测 者 或 实验 者 不 能 加 以 严格 控制 的 因素 。 

自然 界 是 水 不 休止 的 变化 与 发 展 着 的 客观 世界 , 一 切 事物 包括 “一 定 的 观测 条 
件 " 在 内 , 它 始 终 是 在 某 种 范围 内 变化 着 。 尽 管 从 表面 看 “观测 条 件 相 同 ”, 但 实际 
上 观测 的 外 界 条 件 , 如 湿度 温度、 空气 振动 等 的 瞬间 变化 ,使 得 每 次 观测 都 要 受到 
这 些 外 界 条 件 的 随机 扰动 而 带 来 随机 误差 。 用 无 线 电 或 雷达 设备 进行 测量 时 , 电 
磁 波 的 随机 干扰 ,光学 测量 中 的 照 准 误差 等 ,都 是 产生 随机 误差 的 来 源 。 至 于 观测 
人 员 , 也 要 时 刻 受到 自身 健康 状况 .情绪 高 低 以 及 外 界 的 干扰 ,使 其 在 各 时 间 段 工 
作成 效 不 完全 一 致 。 可 见 , 随 机 误差 在 观测 过 程 中 是 不 可 避免 的 。 

偶然 误差 “在 一 定 的 观测 条 件 下 进行 的 一 系列 观测 , 如 果 观 测 的 误差 是 随 
机 误差 , 上 且 误 差 的 算术 均值 随 观测 次 数 的 增加 而 趋 于 零 , 则 称 这 种 误差 为 偶然 误 
差 。 可 见 , 偶然 误差 是 均值 为 零 的 随机 误差 。 

任何 一 个 观测 量 , 客观 上 总 是 存在 着 一 个 能 代表 其 真正 大 小 的 数值 ,这 一 数值 
就 称 为 观测 基 的 真 值 。 若 记 某 一 观测 量 的 真 值 为 L, 观测 值 为 5(i = 1,2 
2 ), 则 观测 值 与 其 真 值 之 间 的 差 数 为 


Ai =14- 工 (1.13) 


式 中 :Ai; 称 为 观测 值 的 真 误差 。 
根据 概率 与 数理 统计 的 观点 ,这 里 的 真 误差 仅仅 是 指 偶然 误差 ,因此 有 


E(1)=L 
| (1.14) 


E(A)=0 
也 就 是 说 , 观测 值 的 数学 期 望 就 是 真 值 ; 真 误差 或 称 偶然 误差 的 均值 为 零 。 


通过 对 偶然 误差 长 期 的 大 量 研究 , 可 以 用 概率 的 术语 概括 出 偶然 误差 的 几 个 
7 . 





特性 : 
1) 在 一 定 的 观测 条 件 下 , 误差 的 绝对 值 有 一 定 的 限 值 , 即 


P(IA|>Am)=0 
2) 绝对 值 较 小 的 误差 比 绝对 值 较 大 的 误差 出 现 的 概率 大 , 即 
P(IA!n)>P(IAIX) 
3) 绝对 值 相等 的 正 负 误差 出 现 的 概率 相同 , 即 
P(IA+:1)=P(IA-1) 
4) 偶然 误差 的 数学 期 望 (均值 ) 为 零 , 即 


E(A)=lim[]- 
re 衣 


对 于 一 系列 的 观测 而 言 ,不 论 其 观测 条 件 如 何 , 也 不 论 是 对 同一 个 物理 基 还 是 
对 不 同 的 物理 量 进行 观测 , 只 要 是 在 相同 的 条 件 下 观测 的 , 则 产生 的 一 组 偶然 误差 
必然 都 具有 上 述 4 个 特性 。 

系统 误差 ”在 一 定 的 观测 条 件 下 进行 了 一 系列 观测 , 如 果 观 测 的 误差 其 数 
值 大 小 和 符号 或 保持 为 常数 ,或 按照 一 定 的 规律 变化 , 例如 它 是 某 些 参 数 (温度 或 
时 间 等 ) 的 函数 ,这 种 带 有 系统 性 和 方向 性 的 误差 称 为 系统 误差 。 

系统 误差 的 产生 一 般 也 与 测量 仪器 本 身 , 观测 者 本 身 及 观测 时 的 外 界 条 件 等 
因素 有 关 。 

例如 仪器 没有 调整 好 零 位 , 观测 结果 出 现 偏 高 或 偏 低 的 情况 , 这 是 仪器 系统 误 
差 中 最 常见 的 一 类 , 一 般 称 零 位 误差 。 

仪器 制造 不 够 完善 ,或 工作 前 未 经 检验 校正 , 或 校正 后 的 剩余 偏差 等 都 会 给 观 
测 带 来 系统 误差 。 

大 气 折光 、 重 力 异 常 ,电磁 波 干扰 等 也 是 产生 系统 误差 的 重要 因素 。 

其 次 ,观测 者 的 习惯 性 视差 也 是 产生 系统 误差 的 原因 。 

在 测量 工作 的 整个 过 程 中 , 除了 上 述 误差 以 外 , 还 可 能 发 生 错 误 。 错 误 的 发 生 
多 数 是 由 于 工作 中 的 粗心 大 意 造 成 的 。 错 误 的 存在 破坏 了 观测 结果 的 可 靠 性 , 至 
使 返工 造成 浪费 ,工作 中 应 竭力 避免 。 因 此 ,错误 一 般 不 按 观测 误差 计 。 

最 后 指出 , 在 一 个 具体 的 观测 问题 中 , 偶然 误差 和 系统 误差 经 常 是 同时 发 生 

了 





的 。 应 尽力 分 析 系 统 误差 的 各 个 方面 而 加 以 消除 或 校正 , 使 其 对 观测 结果 的 影响 
尽量 减少 。 当 观测 列 中 已 经 排除 了 系统 误差 的 影响 , 或 者 与 偶然 误差 相 比 已 处 于 
次 要 地 位 , 则 该 观测 列 中 主要 是 存在 着 偶然 误差 。 这 样 的 观测 结果 和 偶然 误差 都 
是 属 随机 变量 , 如 何 处 理 这 些 随 机 变量 是 本 课程 主要 讨论 的 内 容 。 


第 三 节 ”精度 估计 的 标准 


观测 过 程 中 经 常 出 现 的 偶然 误差 和 系统 误差 , 由 于 它们 的 性 质 不 同 对 观测 结 
果 所 起 的 作用 也 不 同 。 

如 果 在 一 个 观测 列 中 , 系统 误差 呈 显 著 性 , 偶然 误差 成 分 很 小 ,这 时 ,观测 数据 
4 表现 出 重复 性 很 强 ,围绕 着 工 很 密集 , 但 离 真 值 L 却 较 远 (图 1.4)。 相 反 地 , 如 
果 偶 然 误差 呈 显 著 性 , 不 含 系统 误差 或 小 到 可 以 忽略 不 计 。 这 时 , 观测 数据 4; 表 
现 出 重复 性 很 差 , 围绕 着 工 很 分 散 , 但 离 真 值 L 较 近 (图 1.5)。 





图 1.4 图 1.5 


为 区 别 上 述 情况 , 可 引入 精密 性 和 准确 性 两 个 概念 。 前 者 指 观测 数据 的 离散 
程度 , 它 取决 于 偶然 误差 的 作用 ;后 者 指 观测 数据 的 准确 程度 , 它 取决 于 所 有 误差 
成 分 在 内 的 总 的 误差 的 作用 。 由 上 例 可 见 ,精密 性 高 的 观测 数据 并 非 准确 性 也 好 ， 
反之 也 可 能 。 只 有 当 观 测 结果 中 仅 含 偶然 误差 而 不 含 或 很 少 含 系统 误差 时 , 才 可 
以 认为 精密 性 高 的 观测 数据 准确 程度 也 高 , 反之 亦 然 。 此 时 , 可 以 用 精度 这 个 概念 
来 概括 精密 性 和 准确 性 。 

所 谓 精 度 ,就 是 指 误差 分 布 的 密集 或 离散 的 程度 。 如 果 两 组 观测 误差 分 布 相 
同 , 便 是 两 组 观测 数据 的 精度 相同 , 反之 亦 成 立 。 同 一 观测 条 件 下 进行 的 一 组 观测 
对 应 着 同一 的 误差 分 布 ,因此 ,这 组 的 每 个 观测 值 都 是 等 精度 观测 值 , 而 不 论 其 个 
别 误差 是 大 还 是 小 。 

为 了 衡量 观测 值 精度 的 高 低 , 可 以 列表 或 用 几何 方法 表示 (如 直方 图 或 误差 分 
布 曲线 等 ), 但 在 实际 工作 中 , 人 们 总 是 希望 对 精度 有 一 个 数字 特征 , 用 具体 数值 的 
大 小 来 反映 误差 分 布 的 离散 程度 。 下 面 介 绍 几 种 常用 的 精度 指标 。 

















一 、 方 差 和 中 误差 


由 中 心 极限 定理 可 知 , 当 讨论 诸多 随机 因素 总 和 的 极限 分 布 时 , 只 要 那些 因素 
对 总 和 的 影响 均匀 地 小 ,而 且 又 是 相互 独立 的 , 一 般 地 ,诸多 随机 因素 总 和 的 分 布 
将 是 正 态 的 , 取 其 概率 密度 函数 , 有 


1 


2 
f(A) = 新 jo?(- 大 ) (1.15) 





式 中 :o? 为 误差 分 布 的 方差 。 由 方差 定义 知 


o2 = D(A) = E[A- E(A)Y | (1.16) 
由 于 
E(A) =0 
则 
2 2、_ 1.、 [44] 
=E(A)= lim (17) 
因此 ,有 
o = VE(A2) = lim 区 (1.18) 


亦 称 误差 分 布 的 方 根 差 e 为 观测 的 中 误差 。 
(1.17)、(1.18) 两 式 表 示 的 是 理论 值 ,实际 上 观测 个 数 ” 总 是 有 限 的 , 由 有 限 
个 真 误差 求 得 的 方差 和 中 误差 只 能 是 估 ( 计 ) 值 3? 与 3, 即 


(1.19) 


PE 





这 就 是 根据 一 组 等 精度 真 误差 计算 方差 和 中 误差 估 值 的 基本 公式 。 
二 、 平 均 误差 


在 一 定 的 观测 条 件 下 , 一 组 独立 的 真 误差 绝对 值 的 数学 期 望 称 为 平均 误差 。 
设 以 9 表示 平均 误差 , 则 有 





0= BaD) = time (1.20) 
这 里 , 不 加 证 明 地 给 出 


0 = /2o~0.79790 ~ 40 
天 5 
(1.21) 


ek er 
o= /Eo~1.2530 ~ 50 


由 于 观测 个 数 ” 总 是 有 限 的 , 因此 在 实用 上 也 只 能 用 0 的 估 值 9 来 衡量 精度 ， 
即 


= Dan (1.22) 


0=90 


前 已 述 及 , 中 误差 与 平均 误差 都 可 以 作为 评定 精度 的 指标 。 当 ”不 大 时 , 几 
何 均值 较 算术 均值 更 能 灵敏 地 反映 较 大 真 误差 对 观测 成 果 的 影响 , 因此, 中 误差 已 
作为 各 国 统一 采用 的 衡量 精度 的 指标 。 

顺便 指出 , 上述 是 分 别 采用 了 不 同 符号 来 表示 它们 的 理论 值 和 估 值 , 在 不 需要 
特别 强调 “ 估 值 "意义 的 情况 下 , 本 教材 在 后 面 的 叙述 中 对 符号 有 时 不 加 严格 区 分 。 


三 、 极 限 误差 


根据 概率 论 和 无 数 的 实践 证 明 , 在 一 组 大 量 的 同 精度 观测 中 , 偶然 误差 A 落 
在 区 间 (- c,c),(- 2o, + 2c),(- 3c, + 3c) 之 间 的 概率 分 别 为 


wa 





P(IAl|<o)= 68.3% 
P(I A1I<20o) = 95.5% (1.23) 


P(IAI 委 3c) = 99.7% 


可 见 ,绝对 值 大 于 2 倍 中 误差 的 偶然 误差 出 现 的 概率 为 4.5% , 即 信和 度 为 0.045; 而 
绝对 值 大 于 3 倍 中 误差 的 偶然 误差 是 极 少 数 , 其 出 现 的 概率 仅 有 0.3% 。 根 据 小 
概率 事件 不 可 能 原理 , 通常 以 3 倍 的 中 误差 作为 偶然 误差 的 限 值 ( 阔 值 ), 并 称 其 为 
极限 误差 , 即 





A 时 = 3c (1.24) 


由 于 实际 工作 要 求 的 不 同 , 有 时 也 采用 2c 作为 极限 误差 。 当 以 中 误差 估 值 m 代 
替 o 时 , 即 3m 或 2m 作为 极限 误差 。 

观测 中 , 如 果 某 个 误差 超过 了 极限 误差 , 那 就 认为 它 是 粗 差 或 是 错误 , 相应 的 
观测 数据 应 剔除 或 握 弃 。 

中 误差 m 虽然 不 能 代表 某 一 个 别 误差 A 的 大 小 ,但 用 限 差 3m (或 2m ) 可 以 
估计 出 误差 A 的 实际 可 能 范围 ,因此 , 在 产品 或 工序 的 质量 控制 中 作为 控制 上 、 下 
限 值 。 


四 、 相 对 误差 


对 于 某 些 观测 结果 , 单 靠 中 误差 还 不 能 完全 表达 观测 结果 的 好 坏 。 例 如 , 观测 
了 1000m 及 80m 的 两 段 距离 ,观测 的 中 误差 均 为 +2cm, 两 者 的 中 误差 相同 , 但 就 
单位 长 度 而 言 ,两 者 精度 不 等 ,显然 前 者 的 相对 精度 比 后 者 要 高 。 此 时 , 须 采 用 另 
一 种 办 法 来 衡量 精度 , 通常 采用 相对 中 误差 , 它 是 中 误差 与 观测 值 之 比 。 如 上 述 两 


段 距 次 ,前 者 的 相对 中 误差 为 50 000, 而 后 者 为 1 。 


相对 中 误差 是 个 无 名 数 ,习惯 上 一 般 将 分 子 化 为 1, 用 十 表示 。 
对 于 真 误差 与 极限 误差 , 有 时 也 用 相对 误差 表示 。 在 有 关 的 测量 规范 中 规定 
经 纬 仪 导线 相对 闭合 差 不 能 超过 _, 指 的 就 是 相对 极限 误差 , 观测 中 产生 的 相 


2000” 
对 闭合 差 则 是 相对 真 误差 。 
与 相对 误差 相应 的 ,将 真 误差 .中 误差 .极限 误差 等 统称 为 绝对 误差 。 
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第 四 节 ” 协 方差 传播 律 


在 第 一 节 中 已 指出 , 绝 大 多 数 的 测量 问题 都 是 通过 间接 观测 取得 的 。 当 某 些 
量 不 能 直接 测定 时 ,就 必须 要 由 一 个 或 一 系列 的 其 他 直接 观测 值 , 通过 一 定 的 函数 
关系 间接 计算 出 来 。 那 么 , 观测 值 函 数 的 中 误差 与 观测 值 的 中 误差 之 间 存 在 着 怎 
样 的 关系 ?阐述 这 种 关系 的 公式 则 称 为 误差 传播 律 。 又 由 于 中 误差 是 方差 的 方 
根 , 故 也 称 协 方差 传播 律 。 由 于 概率 论 与 数理 统计 一 类 书 中 ,对 方差 依 其 性 质 或 运 
算法 则 的 形式 做 过 一 些 介绍 , 这 里 仅 做 进一步 的 阐述 和 扩充 。 


一 、 协 方 差 


协 方差 也 是 用 数学 期 望 来 定义 的 , 是 用 来 描述 两 个 或 多 个 随机 变量 之 间 关系 
的 一 个 数字 特征 。 设 有 观测 值 X 和 Y, 则 它们 的 协 方差 为 


oxy = E[(X —- E(X))(Y - E(Y))] (1.25) 
由 于 
X-E(X)= “| 
Y-E(Y)= Ay 
故 


oxy = E(AxAy) (1.26) 


式 中 : Ax、Ay 分 别 为 X 与 Y 的 真 误差 。 
根据 数学 期 望 的 定义 , (1.26) 式 又 可 写 为 


[LAxar] _ ， 工 
Cr = lim 六 (AxiAm + AxzAm+…+ Amam) (1.27) 


axy = lim 


因 实 际 上 ” 总 是 有 限 值 , 所 以 协 方差 估 值 为 
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LAxAy] 
mxy = or = (1.28) 


有 时 也 用 相关 系数 来 表示 协 方差 。 观 测 值 X 和 Y 的 相关 系数 pxy 是 下 面 基 纲 
为 1 量 : 


= 2 (1.29) 
CIXOY 


PxY 
式 中 : ox oy 分 别 为 X、Y 的 中 误差 ,相关 系数 pxy 是 界 于 -1 和 +1 之 间 的 数 ， 
即 -1 入 poxy 芝 1。 
相关 系数 表示 两 个 随机 变量 间 的 线性 依赖 性 不 难 理解 , 当 


pxy =0 


oxy =10 


表示 这 两 个 (或 两 组 ) 观测 值 之 间 联 系 弱 , 或 者 说 , 它们 的 误差 是 不 相关 的 , 并 称 这 
样 的 观测 值 为 不 相关 观测 值 。 当 


pxy 天 0 


oxy 天 0 


则 表示 它们 的 误差 是 相关 的 , 称 这 样 的 观测 值 为 相关 观测 值 。 对 于 服从 正 态 分 布 
的 观测 值 而 言 “ 不 相关 "与 “独立 "是 等 价 的。 所 以 把 不 相关 的 观测 值 也 称 为 独立 
观测 值 ,反之 亦 然 。 

在 测量 工作 中 , 直接 观测 得 到 的 高 差 、 距 离 、 角 度 和 方向 等 , 都 是 独立 观测 值 。 
一 般 来 说 , 独立 观测 值 的 各 个 函数 之 间 是 不 独立 的 , 因而 它们 是 相关 观测 值 。 例 
如 , 一 个 测 站 上 各 水 平方 向 观测 值 是 独立 的 ,但 由 这 些 方向 计算 的 各 个 相 邻 角度 却 
是 相关 观测 值 ;又 如 ,三 角 网 或 导线 网 中 根据 观测 角度 和 边 长 求 得 的 各 点 坐标 也 是 
相关 观测 值 。 

= 





二 、 线 性 函数 的 方差 一 一 协 方差 


设 有 线性 函数 
Z= Dh (1.30) 


式 中 : k; 为 常数 ;zi 为 相关 观测 值 , 它们 的 方 根 差 和 协 方差 分 别 为 oi、ai(i 天 7) 。 
根据 方差 运算 的 加 法 定理 , 则 


5 了 Pe 
og% = D(Dhkizi) = DRID(zi) = DkY?t +22) Dkkos (1.31) 
各 名 名 A 
当 各 观测 值 z; 两 两 独立 时 ,oj = 0 ,此 时 


) kio? (1.32) 


如 果 将 各 观测 分 量 的 方差 和 两 两 之 间 的 协 方差 以 其 估 值 代 之 , 相应 地 则 有 


a Pr 
my = > At +22) >) kkms (1.33) 
各 fs 
当 
mis=0 
时 
my = > (1.34) 


为 讨论 问题 方便 ,也 可 将 以 上 各 式 写 成 矩阵 形式 。 观 测 值 的 线性 函数 为 
Z= KX (1.35) 
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式 (1.35) 中 的 观测 值 向 量 和 常数 行 向 量 分 别 为 


1 


工 2 
》 K = (ki,k2,**…, ks) 
Tn 
函数 Z 的 方差 为 
- Da.= 0 = ED-KT (1.36) 
式 中 ， 
of ow om 
on o3 aan 
Dxx = (1.37) 
Oi 0 
为 观测 值 的 协 方差 阵 。 显 然 , 当 各 观测 值 独立 时 , (1.37) 式 变 为 对 角 阵 , 即 
of 
of 
D,. = = diag(of, o3 ,0%) (1.38) 


例 [1.1]: 量 得 圆 的 半径 R = 50.03m, 观测 中 误差 mk = 土 2.7mm, 求 圆周 长 
的 中 误差 和 相对 中 误差 。 


» 





C =2xR = 314.19(m) 
me =2rmR = 土 16.96(mm) 


a 
R 


”18 500 


Me 
C 


例 [1.2]: 用 30m 的 钢 尺 往返 丈量 一 段 距离 ,得 D 往 = 269.95m, D 返 = 
269.99m。 如 果 一 整 尺 段 丈 量 的 中 误差 为 + lcm, 问 往 、 返 测 结果 的 中 误差 ,往返 均 
值 的 中 误差 以 及 相对 中 误差 各 是 多 少 ? 

解 : 令 一 整 尺 段 长 为 1, 中 误差 m, = +1cm, 根 据 题 意 有 


DE = 2 
mb = m? + m? 十 … 十 z 
而 
三 
所 以 
mp = mps = Im = 土 3(cm) 
由 于 
D = 去 (DE + Da) = 269.97(m) 
那么 
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因此 


mp 0.02 1 1 


D “269.97 ™ 13 498.5 ~ 13 000 





例 [1.3]: 如 图 1.6 所 示 , 观测 角 p, 和 p, 的 中 误差 m; = m， = 土 1.4 角 秒 , 协 
方差 m1,。 = - 1 角 秒 ?。 如 果 人 BAC = a 无 误差 , 求 角 Bs 的 中 误差 。 





解 : 
据 题 意 知 
mi m2 1.96 -1 
“人 
m2 m3 -1 1.96. 
由 (1.36) 式 ,得 
er oe Co 


所 以 


mp, 二 土 1.4 角 秒 
.18 . 





三 、 非 线性 函数 的 情况 
设 有 观测 值 X 的 非 线性 函数 
Z = (zubzz…，zn) (1.39) 


已 知 X 的 协 方差 阵 Dxx。 由 数学 分 析 可 知 , 变量 的 误差 与 函数 的 误差 之 间 的 关系 
可 以 近似 地 用 全 微分 来 表示 。 为 此 , 求 函数 的 全 微分 ,并 以 Az 代 dz、Az; 代 dzi, 即 


a 六 “we aE 
Ax = aziAzi 十 azzAzz 十 … 十 azrAzn (1.40) 


式 中 ， 六 是 函数 /对 各 观测 值 z; 所 取 的 偏 导数 , 以 观测 值 代入 并 算出 它 的 数值 。 
它们 都 是 常数 。 因 此 


K = (下 ,区 … 下 ) 


97x1'972’ "gzn 
Azi 
Arz2 
Ax = 
Ax,. 
(1.40) 式 又 可 写成 
Az = KAx (1.41) 


这 样 ,就 将 非 线 性 函数 式 (1.39) 化 成 了 线性 函数 式 (1.35) 的 形式 。 
不 难 理解 , 由 于 


D(Az) = D(Z), D(Az) = D(X) 
.19 . 





因此 , 可 按 (1.36) 式 求 得 非 线性 函数 Z 的 协 方差 


D.. = KD-KT 


(1.42) 


当然 , 对 上 述 过 程 也 可 将 非 线性 函数 Z 按 泰勒 级 数 展开 , 略 去 二 次 以 上 各 项 取得 


线性 形式 , 这 里 不 再 蒙 述 。 


例 [1.4]: 已 知 
Z=4XiX2+ 革 
如 果 Xi、X2 的 中 误差 为 m1、m2, 求 m.。 
解 :对 函数 Z 取 全 微分 ,有 
说 = 4x2+ 立 
3 4X1 





由 (1.42) 式 ,得 
m? = (4za+ 二) mf + (4X1)2 m3 


例 [1.5]: 如 图 1.7 所 示 三 角形 , 测 得 
a =40°10’30"+10" 
B=50°05’50" + 20” 
c=150.00+0.05(m) 


求 5 边 的 长 度 及 其 相对 中 误差 。 
解 : 边 长 b 可 按 下 式 计 算 
.20 . 





5=C B=115.07(m) 
siny 


式 中 ; 
7=180"— a — B=89°43’40” 


为 计算 ms, 可 直接 对 函数 式 取 全 微分 ,为 了 计算 简单 ,也 可 先 取 对 数 再 求全 
微分 。 则 


Inb = lnc + Insinp - Insiny 


= . + cotBdB - cotydy 
由 于 
dr=-da-dp 
代入 上 式 并 整理 , 得 


db= de + bcotyda + b(cotB + cot7)dp 


应 用 协 方差 传播 律 ,得 


2 
m 
m? = {全 + coti ym? + (cotB + coty)?m 


将 已 知 数据 代入 上 式 即 可 计算 ms 之 数值 .但 应 指出 , 式 中 的 da 与 d8 是 以 弧 
度 为 单位 的 ,由 于 给 出 的 角度 中 误差 是 以 秒 为 单位 的 , 则 应 除 以 p( = 206 265) 化 
为 弧度 单位 。 也 可 将 上 式 写 为 


2 并 ‘ 
m? = .02 + cor7 (ry + (cotB + oR) 
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代入 数据 后 ,得 


mt = 15.6(cm’) 





所 以 
m__ 4 ~l 
m=4(em), 7 11507™~2800 
例 [1.6]: 已 知 
X=LitLs 了 Y=Z 22， 2=X:Y 


设 L\、L: 的 中 误差 均 为 m, 试 求 X、Y、Z 的 中 误差 。 
解 1: 由 于 工 ! 与 相互 独立 ,显然 


mz = V2m 
m 
m= 


但 X 与 Y 是 不 独立 的 ,是 相关 观测 值 。X 与 Y 的 协 方差 mxy 应 为 


1 
[(A + A2)?] 
[exer] ER eae 


be n 


mxy = lim 





1 4 43 
3 血 呈 5 





[A14,] 


上 式 中 的 最 后 一 项 , 由 于 Ai 与 A 是 相互 独立 的 偶然 误差 , 其 协 方差 mi,，=0。 则 





因此 , X 与 Y 的 方差 , 协 方差 阵 为 





对 函数 Z 取 全 微分 ,得 


dx 
dZ = YdX + XdY =(Y X) 
Y. 


根据 协 方差 传播 律 , 则 


2 
Dz= (Y | | | | 
1 0.5」 [x 


= (2Y? + 2XY +0.5X?)m? = 2(L1 + L2)?m? 


所 以 
mz = V2(Li + L2)m 


解 2: 为 避免 求 与 Y 的 协 方差 , 可 先 对 相关 观测 值 X 与 Y 进行 变量 代 换 ， 
使 函数 Z 中 各 自 变量 为 相互 独立 变量 , 则 


QZ = XY = 于 (Li+L) 
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取 全 微分 


dLi 
dZ = (Li+L2a)dLi+ (Li+L2)dL2 = [(Li+L2) (Li+ | | 
dl» 


ma 0 Li+ La 
Dz= (Li+L Li+L2) = 2(L1 + L2)?m? 
2 


0 m Li+L; 


所 以 
mz = V2(L1 + La)m 


通过 以 上 算 例 可 以 看 出 : 

1) 非 线性 函数 的 协 方差 计算 , 应 首先 对 函数 求全 微分 , 使 非 线 性 函数 化 成 线 
性 函数 形式 , 然后 即 可 按 (1.36) 式 计算 。 

2) 如 果 函 数 的 自 变量 是 相关 观测 值 , 则 应 求 出 各 变量 之 间 的 协 方差 ;或 用 变 
基 代 换 , 经 合并 同类 项 及 移 项 等 方法 使 之 成 为 独立 观测 值 , 然后 再 按 (1.36) 式 计 
算 。 

3) 对 有 些 函 数 可 先 取 对 数 再 微分 , 则 较为 方便 。 

4) 用 数值 代入 计算 时 , 应 注意 公式 中 各 项 量 纲 及 单位 的 统一 。 


第 五 节 误差 合成 


在 观测 与 实验 中 , 人 们 总 是 设法 尽量 消除 和 减弱 系统 误差 影响 , 使 偶然 误差 占 
主要 成 分 。 但 系统 误差 在 实际 工作 中 是 普遍 存在 着 的 , 完全 消除 其 影响 是 很 困难 
甚至 不 可 能 的 , 因此 , 除了 研究 偶然 误差 对 观测 结果 的 影响 规律 外 , 还 应 研究 偶然 
误差 与 系统 误差 共同 影响 下 如 何 进行 精度 估计 的 问题 。 

偶然 误差 与 系统 误差 的 合成 影响 , 在 各 种 测量 问题 中 都 有 着 一 定 的 应 用 , 它 不 
仅 包 括 同一 个 量 的 观测 值 中 既 含 偶然 误差 A 又 含 系统 误差 的 情况 ,也 包括 所 有 
实验 结果 中 含 组 偶然 误差 和 1/ 组 系统 误差 这 样 一 类 问题 。 

设 某 个 量 观测 值 的 真 误差 为 6;, i = 1,2,…, n 。 假 定 每 个 6 值 中 既 含 偶然 误差 
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A, 又 含 系统 误差 4 , 则 














8 = Ai+Ai 
根据 方差 \ 协 方差 定义 

[22] _ [45 机 [2] 3 [24] 

n n n n 
且 

ma = bal -。 
n 

所 以 


m3 = m2 +m 


式 中 : ma 为 偶然 中 误差 ;ma 为 系统 中 误差。 


(1.43) 


(1.44) 


实际 工作 中 ,常常 认为 : 若 偶然 误差 与 系统 误差 的 两 个 误差 源 中 , 有 一 个 来 源 
的 中 误差 不 超过 另 一 个 的 2/10 ~ 3/10, 那 么 ,在 估计 观测 精度 时 该 误差 源 可 以 忽 


略 不 计 。 
例如 , 设 系统 中 误差 仅 为 偶然 中 误差 的 2/10, 即 


ma = 0.2ma 


则 


m$ = m3 +0.04m3 = 1.04m2 


ms ~ 1.02ma 


也 就 是 考虑 系统 误差 影响 时 , 使 观测 值 结果 的 中 误差 只 增 大 2%; 若 当 m= 


0.3ma 时 ,也 只 增 大 4.4%。 
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系统 误差 是 固定 的 或 服从 某 一 函数 规律 的 误差, 它 常 又 可 分 为 系 偶 误差 、 常 差 
及 不 定常 差 等 部 分 。 常 差 与 不 定常 差 本 应 在 观测 或 实验 结果 中 直接 加 以 修正 , 出 于 
某 些 原因 (如 因数 值 过 小 ) 未 子 修 正 而 做 误差 处 理 。 所 谓 系 偶 误 差 是 一 种 带 偶然 性 
的 系统 误差 , 其 值 可 大 可 小 , 可 正 可 负 , 但 在 误差 传递 过 程 中 是 按 系 统 误差 线性 积 
累 的 。 因 此, 多 次 测量 时 均值 的 影响 和 一 次 测量 的 影响 是 一 样 的 , 并 不 减少 ,也 没有 
抵偿 性 。 

设 某 观测 结果 的 真 误差 是 由 组 偶然 误差 与 / 组 系统 误差 组 成 的 , 即 





6; = Ali + A2; + + A + A + M2 + 7 + A 


(i = 1,2,.…,n) (1.45) 


如 果 这 里 的 各 组 系统 误差 主要 指 的 是 系 偶 误差 , 则 它们 与 偶然 误差 的 合成 仍 
可 按 和 方 根 法 , 即 


m3 = Dm + Dm +2 Dm (1.46) 


4 
m3 = Dm + >) ma (1.47) 


如 果 对 (1.45) 式 中 的 系统 误差 部 分 只 取 三 组 ( 即 令 ! = 3), 其 中 用 A152 
及 Xn; 分别 表示 系 偶 误差 ,不 定常 差 及 常 差 , 此 时 的 误差 合成 为 


ma = Dm + (Dm + /Dm + m+ 相关 项 ) (1.48) 


式 中 : 根 号 内 的 相关 项 指 各 偶然 误差 之 间 的 协 方差 项 , 当 各 偶然 误差 之 间 相互 独立 
时 ,该 项 为 零 , 即 


m= Dm t (Dm + /Tm + Dima) (1.49) 


采用 上 述 误差 合成 的 方法 , 即 可 求 出 一 次 观测 或 实验 的 精度 , 也 可 求 出 多 次 观 
< 





测 或 实验 后 均值 的 精度 。 两 者 惟一 的 区 别 在 于 ,均值 的 精度 中 偶然 误差 对 它 的 影 

响 仅 是 一 次 观测 或 实验 的 影响 的 大 ( 7 为 观测 次 数 ) 倍 , 而 系 偶 误 差 , 不 定常 差 及 
n 

常 差 , 由 于 它们 的 性 质 在 多 次 实验 时 是 固定 不 变 的 ,因此 , 均值 的 综合 误差 应 为 











2 
ma = Dm + i + 相关 大 | (1.50) 
n 
或 
yy ma |)” 
m= Dmat | Dm +t, Dm + 32 (1.51) 





可 见 , 只 有 当 观测 或 实验 中 没有 任何 系统 误差 的 影响 时 , 才 可 认为 通过 多 次 观测 或 
实验 可 以 减少 误差 的 影响 ,提高 精度 。 事 实 上 , 系统 误差 是 不 可 避免 的 , 只 要 观测 
或 实验 的 次 数 足够 大 , 就 可 以 使 误差 减少 到 理想 小 的 那 种 说 法 , 无论 在 理论 上 或 实 
验 中 都 被 证 明 是 错误 的 。 指 出 这 一 点 也 是 非常 重要 的 , 为 了 提高 观测 结果 的 准确 
度 , 只 能 是 尽量 减少 和 削弱 系统 误差 的 影响 , 而 不 能 局 限于 通过 多 次 观测 来 减少 偶 
然 误 差 。 


思考 题 与 习题 


. 误差 产生 的 原因 有 哪些 ?随机 误差 与 偶然 误差 的 关系 是 什么 ? 
. 偶然 误差 有 哪些 特性 ? 
. 精度 的 含义 是 什么 ? 表示 精度 的 方法 有 哪些 ? 
. 设 有 两 组 观测 误差 ,分 别 为 
1;-3, 0,+2,+3,—2,+1,=1s 
Hs .0.1+5 0.~6 0,+ls 
试用 中 误差 和 平均 误差 的 指标 计算 出 各 自 的 观测 精度 , 并 指出 哪 组 观测 质量 
好 些 ,从 中 可 以 得 到 什么 结论 ? 
5. 在 相同 的 观测 条 件 下 , 对 某 个 物理 量 进行 了 多 次 观测 , 其 中 误差 大 的 要 比 
误差 小 的 观测 精度 要 低 , 这 说 法 对 吗 ? 为 什么 ? 
6. 两 段 距离 及 其 观测 的 精度 分 别 为 
Si 圭 ms, = 200.465m + 3.5 mm 
S2 + ms, = 400.894m + 3.5 mm 


2oOD- 
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问 : 这 两 段 距离 的 真 误 差 是 否 相等 ? 

这 两 段 距 离 的 最 大 限 差 是 否 相 等 ? 

这 两 段 距离 的 绝对 精度 是 否 相等 ? 

这 两 段 距离 的 相对 精度 是 否 相等 ? 

7. 在 某 一 导线 点 上 ,使 用 Js 型 仪器 观测 角度 一 测 回 ,用 5 + 5ppm 的 测 距 仪 观 
测 300m 左右 的 边 长 , 问 二 者 的 观测 精度 是 否 匹 配 。 

8. 已 知 4 与 /2 的 观测 中 误差 缘 为 mm, 设 z = 2 +5,y = L1 一 2L2, 求 上 = 
Zz+y 和 z = zy 的 中 误差 (4 与 /> 相互 独立 )。 

9. 已 知 边 长 S 和 方位 角 a 的 观测 精度 分 别 为 ms 和 m。, 试 求 坐标 增 量 Ay = 
Ssina 的 精度 。 

10. 已 知 观测 向 基 工 ,其 协 方差 矩阵 为 


Du=| 2 

求 函数 
(1) Fi=L1+2/,- 31l, 
(2) F2= +31203 

的 方差 。 


11. 如 果 上 题 中 的 协 方差 矩阵 为 


求 函数 


(1) Fi = 3L2 -21l3 
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(2) F2 = 02 + 1305 


的 方差 。 

12. 测量 一 矩形 地 块 ,得 长 、 宽 的 观测 值 分 别 为 /1 = 85m, !: = 60m, 若 要 求 面 
积 的 中 误差 m, 过 + 0.5 m? ,并 假定 长 、 宽 观测 值 的 误差 对 面积 精度 产生 的 影响 是 
等 量 的 ,那么 长 、 宽 观测 值 所 需 的 观测 精度 应 是 多 少 ? 

13. 据 分 析 , 图 根 点 点 位 中 误差 m 甸 包括 有 图 根 点 的 测定 误差 m 测 \ 方 格 网 的 
绘制 误差 m 关 和 图 根 点 的 展 绘 误差 m 展 , 其 中 叉 测 、m 阁 均 取 图 上 土 0.1mm, 图 根 点 
展 点 时 , 纵 模 横 坐 标 方向 各 含 + 0.1 mm 的 截 距 和 连 线 误 差 ,那么 图 根 点 点 位 误差 
究竟 有 多 大 ? 
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第 二 章 基本 观测 问题 的 处 理 


第 一 节 算术 均值 及 其 精度 


由 前 一 章 的 内 容 可 知 ,无 论 是 哪 一 种 测量 问题 , 由 观测 或 实验 而 得 到 的 观测 数 
据 , 都 围绕 着 三 个 方面 的 问题 要 解决 ; 

1) 根据 观测 数据 求 定 某 些 量 在 一 定 统计 意义 下 的 估 值 ; 

2) 衡量 观测 数据 的 精度 ; 

3) 衡量 估 值 的 精度 。 

这 里 , 先 讨论 一 个 观测 量 的 情况 ,对 它 直接 或 间接 的 重复 观测 而 获得 了 多 个 观 
测 数 据 , 应 该 如 何 进行 数学 处 理 。 

设 重复 观测 了 某 一 物理 量 , 获得 一 组 观测 数据 1, 12,…, zw ,由 真 误差 的 定 
义 , 有 


A:=L-L (i = 1,2,.…,n) 


式 中 : 4; 为 各 观测 值 的 真 误差 。 
对 上 式 两 边 取 和 除 以 n, 得 


根据 偶然 误差 的 特性 


因此 


(2 





可 见 ,在 相同 的 观测 条 件 下 , 对 一 个 量 进行 多 次 观测 , 那么 求 该 量 估 值 的 最 合 
理 方法 就 是 取 所 有 观测 值 的 均值 。 实 际 上 , 人 们 早 就 这 样 一 般 认为 , 1801 年 高 斯 
就 是 以 “算术 平均 值 是 最 可 靠 的 数值 "作为 公理 而 导出 最 小 二 乘 原理 的 。 

由 概率 与 数理 统计 中 的 最 大 似 然 法 也 可 得 出 如 上 结论 。 

由 于 各 A; 是 互相 独立 的 , 这 组 观测 数据 的 似 然 函数 应 为 





Bl lasL) = HfL) (2.2) 
由 观测 误差 的 正 态 性 , 有 
__l1 1(i-L)? 
f(sL)= 去 -oo|- 1| 3 ) } (2.3) 


这 样 
Bilas hsL) = (27) $a"exp(- td = £7} (2.4) 
2 


当 已 知 c 时 ,利用 这 组 观测 数据 对 未 知 参 数 工 做 出 估计 , 依据 最 大 似 然 准则 , 应 使 
(0 1 ,lsL) = max 


为 便于 计算 , 对 上 式 取 对 数 形式 为 
ln@ = 一 全 In2x - 羡 no? -DL = max (2.5) 


根据 对 函数 求 极 值 的 原理 , L 的 估 值 应 由 如 下 方程 给 出 : 


a 





= 址 D2 -L)=0 
:1 
也 就 是 


> (5 -L) -=0 


sf 





因此 
工 - 工 -二 六 = 包 (2.6) 
<: 


显然 , (2.6) 式 与 (2.1) 式 等 价 , 即 一 组 等 精度 观测 数据 的 均值 就 是 该 估计 量 的 数学 
期 望 
E(L)=T= (2.7) 


n 


同时 , 由 协 方差 传播 律 可 得 均值 的 方差 为 


(2.8) 


可 见 ,均值 的 中 误差 等 于 观测 数据 中 误差 的 广 倍 。 换 句 话说 , 增加 观测 次 数 , 均值 


工 的 精度 可 以 提高 但 实际 上 , 在 m 不 变 的 情况 下 , 如 取 m = 1, 依 (2.8) 式 给 出 了 
z 与 观测 次 数 ” 的 关系 曲线 (图 2.1), 从 图 中 表明 , n 增加 , 则 mr 减 小 , 即 均值 的 
精度 可 以 提高 ,但 当 观 测 次 数 达到 一 定数 目 之 后 (比如 10 次 ) 再 增加 观测 次 数 , 精 
度 提 高 得 却 很 慢 了 。 所 以 , 要 提高 均值 的 精度 , 不 能 简单 从 无 限 的 增加 观测 次 数 来 
达到 目的 ,而 要 从 采用 适当 地 观测 方法 、 适 当 精度 的 仪器 及 适当 的 观测 次 数 等 几 个 
方面 入 手 。 
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第 二 节 ”等 精度 观测 数据 的 精度 估计 


在 第 一 章 第 三 节 中 讨论 了 精度 估计 的 标准 , 其 中 用 有 限 个 观测 值 的 真 误差 来 
求 算 观 测 值 中 误差 的 (1.19) 式 为 


该 式 就 是 根据 一 组 等 精度 真 误差 计算 观测 值 中 误差 的 基本 公式 。 

例如 ,平面 三 角形 三 内 角 之 和 的 真 值 应 为 180", 由 三 内 角 观 测 值 算得 的 三 角 
形 闭 合 差 , 就 是 三 内 角 之 和 的 真 误 差 ,那么 ,用 (1.19) 式 就 有 可 能 利用 三 角形 闭合 
差 算出 观测 值 的 中 误差。 

设 等 精度 独立 观测 了 各 三 角形 之 内 角 ai、B; 与 Xi(i = 1,2,…,n) ,由 闭合 差 
的 定义 ,得 


wi= 2;— 180° (2.9) 


式 中 ;也 ; 为 各 三 角形 的 内 角 和 。 
根据 计算 中 误差 的 基本 公式 ,有 





my = 土 本 (2.10) 
而 
Zi=ai+ 语 +7i 
则 
my =/3m 


式 中 : m 为 各 观测 角 中 误差 ,代入 (2.10) 式 经 整理 , 得 


Lww] 
3n 





(2.11) 
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该 式 称 为 非 列 罗 公式 。 在 三 角 测 量 中 经 常用 它 来 初步 评定 测 角 的 (内 部 ) 精 度 。 

一 般 情况 下 , 观测 量 的 真 值 预先 是 无 法 知道 的 。 因 此 , 真 误 差 也 就 不 知道 , 这 
时 就 不 能 再 利用 (1.19) 式 计算 方差 或 中 误差 的 估 值 了 。 但 由 前 面 的 叙述 可 知 , 观 
测 基 的 均值 是 可 得 到 的 , 它 是 估计 量 的 数学 期 望 。 因 此 , 可 按 


v=L-l [22 和 
计算 观测 值 的 改正 数 ,其 中 i = 1,2,…,n。 
对 于 某 一 观测 列 来 说 , 其 均值 愈 接近 真 值 , 改正 数 就 愈 接近 于 真 误差 , 但 两 者 
毕竟 还 是 有 差别 的 。 下 面 将 导出 利用 改正 数 w 计算 中 误差 的 公式 。 
由 真 误差 的 定义 式 (1.14) 和 改正 数 的 定义 式 (2.12), 不 难得 


Aitv=L-L= 人 Ar (2.13) 


对 上 式 两 边 分 别 平方 , 取 和 再 除 以 n ,得 


[4A] _ [SrAz] [ww] 24rlv] 








而 
[=n 0 (2.14) 
那么 
m? = m2 + Le] (2.15) 
考虑 m2 = 加 -并 代入 (2.15) 式 ,经 整理 ,得 
m=+ /LE (2.16) 








该 式 称 为 白 塞 尔 公式 , 它 就 是 等 精度 观测 值 且 只 有 一 个 未 知 数 时, 利用 改正 数 计算 
观测 数据 精度 的 公式 。 将 它 代入 (2.8) 式 ,得 利用 改正 数 计算 均值 中 误差 的 公式 为 


mr = 土 [二 (2.17) 


需要 指出 的 是 , (2.16) 式 是 以 观测 数据 间 误 差 是 相互 独立 的 正 态 分 布 为 前 提 
的 ,只 有 这 时 ,这 个 观测 数据 精度 估计 的 表达 式 才 是 确切 的 。 
当 一 组 观测 数据 之 间 具有 相关 性 的 情况 下 , 观测 数据 的 精度 应 按 下 式 计算 : 


| [vv] 
mp 三 十 md- (2.18) 


式 中 : p 为 观测 值 之 间 的 相关 系数 。 
显然 , 当 p = 0 时 , 即 观测 数据 之 间 误 差 是 相互 独立 时 , (2.18) 式 变 为 (2.16) 
式 。 换 句 话 说 , (2.18) 式 是 (2.16) 式 的 推广 。 


第 三 节 权 及 加 权 均 值 与 其 精度 


以 前 讨论 的 都 是 等 精度 下 的 重复 观测 数据 的 处 理 。 但 在 实际 工作 中 , 还 常常 
遇 到 对 某 个 物理 量 进 行 了 n 次 观测 , 而 这 ” 次 观测 结果 都 具有 不 同 的 精度 , 这 样 
一 类 所 谓 不 等 精度 的 观测 问题 。 
例如 , 在 具有 一 个 结 点 的 水 准 网 中 , 待定 点 已 的 高 4 
程 可 由 Si, S; 及 S3 3 条 路 线 计算 而 得 (图 2.2)。 由 于 水 \s 
准 测量 高 差 的 中 误差 与 水 准 路 线 的 长 度 (平原 地 区 ) 或 
测 站 数 的 多 少 ( 山 区 ) 有 关 , 所 以 由 3 条 路 线 求 得 P 点 $s 
的 3 个 高 程 的 中 误差 是 不 一 样 的 类似 的 这 种 情况 在 观 
测 或 实验 中 会 经 常 遇 到 的 。 显 然 , 对 于 这 些 非 等 精度 的 C 
观测 数据 ,不 能 简单 地 用 取 均 值 的 方法 求 出 待定 量 的 
估 值 ;对 于 精度 估计 也 是 同样 的 , 不 能 再 使 用 等 精度 条 
件 下 的 白 塞 尔 公 式 了 。 图 2.2 
一 般 说 来 , 设 有 n 个 观测 数据 41, 12,…, 4,, 各 观测 
值 分 别 具 有 不 同 的 方 根 差 ci cz, …, ov 。 
若 按 最 大 似 然 准 则 , 应 使 
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Bli, 1 ,Lialya2,…，ani 工 ) = max (2.19) 


由 于 观测 值 具有 正 态 性 , 则 需 使 








(2.20) 
于 是 , 上 的 估 值 为 
六 
Ls (2.21) 
名 并 
A 


2 
为 计算 方便 , 不 妨 对 上 式 的 分 子 ,分 母 同 乘 一 个 正常 数 oi, 对 于 2 这 样 一 个 数值 ， 
用 pi 来 表示 , 即 


全 
pi:= 尝 (2.22) 
oi 
因此 
T= = HB, Pt + pl (2.23) 


[p] Pitp2t**+pn 


通常 , 称 (2.22) 式 为 权 的 定义 式 ; (2.23) 式 为 计算 非 等 精度 观测 值 加 权 均 值 的 公 
式 。 
由 权 的 定义 式 ,不 难 写 出 各 观测 值 的 权 之 间 的 比例 关系 为 


.8 C/E 1 


Pi: paim: pr= 2 2 i (2.24) 


ol 02 on ol 0o3 on 





可 见 ,对 于 一 组 观测 值 来 讲 , 其 权 之 比 等 于 相应 方差 的 倒数 比 。 这 也 表明 ,方差 {或 
中 误差 ) 愈 小 , 其 权 愈 大 ;或 者 说 , 权 愈 大 , 精度 愈 高 。 
至 此 , 可 以 说 权 是 用 来 表示 观测 值 方差 之 间 比 例 关系 的 一 个 数字 特征 。 换 句 
区 





话 讲 , 权 是 衡量 观测 值 之 间 精 度 高 低 的 一 个 相对 数字 指标 。 由 于 co 是 任意 选取 的 
一 个 正常 数 , 权 的 意义 也 就 不 在 于 它 自 身 数 值 的 大 小 , 而 重要 的 是 它们 之 间 所 存在 
的 比例 关系 。 

在 定 权时 , co 起 着 一 个 比例 常数 的 作用 , 如果 取 oo = oi(1 志 i 过), 则 第 i 个 
观测 值 的 权 p; = 1。 这 表明 第 i 个 观测 值 的 权 可 充当 “比重 "单位 ,而 


可 见 , 3 相当 于 对 应 权 为 1 时 观测 数据 的 方差 , 通常 称 等 于 1 的 权 为 单位 权 ; 与 单 
位 权 相 对 应 的 观测 数据 称 单位 权 观测 值 , 它 可 以 是 一 个 实际 的 观测 数据 , 也 可 以 是 
一 个 设想 的 观测 数据 ; 单位 权 观 测 的 方差 (或 中 误差 ) 称 为 单位 权 方 差 (或 中 误 
差 )。 

综 上 所 述 , 对 于 一 组 不 同 精度 的 观测 值 定 权时 , oo 是 可 以 任意 选取 的 。 选 定 了 
一 个 oo 值 ,就 有 一 组 对 应 的 权 ; 不 论 ce 选用 何 值 , 权 之 间 的 比例 关系 始终 不 变 , 使 
权 为 1 的 oo 值 就 是 单位 权 观测 的 中 误差 ;同一 问题 中 只 能 选 定 一 个 co 值 , 否则 就 
破坏 了 权 之 间 的 比例 关系 。 

由 加 权 均 值 的 公式 (2.23) 中 , 还 可 以 看 出 , 权 是 一 个 能 够 反映 各 观测 值 在 估 
值 中 所 占 比 重大 小 的 量 。 

就 普遍 情况 而 言 , (2.22) 式 中 的 方差 o? , 它 可 以 是 相同 观测 元 素 的 方差 ;广义 
地 讲 , 也 可 以 是 不 同 观测 元 素 的 方差 。 以 边 、 角 为 观测 元 素 的 平面 网 为 例 , 观测 值 
的 权 与 中 误差 的 基本 关系 式 为 


SulSv 
a 


pp = i = (2.25) 


式 中 :og 与 os 分 别 为 角度 与 边 长 观测 的 中 误差 ;oo 是 可 以 任意 选取 的 比例 常数 。 
在 同一 问题 中 , 对 不 同类 的 物理 量 应 选用 同一 个 a。。 可 见 , 定 权 的 实质 是 如 何 合 
理 地 估计 观测 的 中 误差 。 

此 外 , 由 (2.25) 式 可 见 , 由 于 os 与 os 的 单位 不 同 , 权 是 有 量 纲 的 。 例 如 在 边 
角 平 面 网 中 , 如果 认为 角度 观测 的 精度 是 相同 的 , 而 测 边 精度 不 等 ,此 时 可 令 
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于 是 


他 
入 = 对 =- 1 (二 二 (2.26) 


ps; = 区 [s2/(mm 或 cm)2] 
和 


也 正 因 如 此 , 边 角 网 才 有 可 能 在 [ps vs vs]+ [pp vse vp] = min 的 准则 下 
进行 数据 处 理 。 

(2.26) 式 中 的 os; 是 观测 边 长 中 误差 的 估 值 , 可 根据 大 量 的 边 长 观测 数据 采 
用 回归 或 相关 分 析 的 方法 , 求 出 测 距 仪 的 实验 测 距 精度 ;也 可 以 参考 使 用 出 厂 时 给 
定 的 仪器 标 称 精 度 。 至 于 角度 观测 的 中 误差 估 值 ,同样 可 以 通过 三 角形 闭合 差 、 某 
等 级 仪器 的 测 回 数 等 ,采用 一 定 的 数学 模型 (如 菲 利 罗 或 广义 菲 利 罗 公 式 等 ) 求 出 
观测 值 中 误差 的 估 值 。 

下 面 讨论 关于 加 权 均 值 的 精度 问题 ,这 里 不 妨 将 (2.23) 式 写成 如 下 形式 


2 
i i i 


根据 协 方差 传播 律 ,有 
= (or (2.27) 
着 令 中 = 1, 则 o = 声 。 将 其 人 上 式 ,得 


i [el - 而 (2.28) 


[py 


可 见 ,pz = [p] 。 那 么 ,加 权 均 值 的 方差 等 于 各 观测 值 权 之 和 的 倒数 。 
最 后 指出 , 由 权 的 定义 式 , 可 得 
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法 六 G9) 


也 就 是 说 , 任 一 观测 值 的 中 误差 o; 等 于 单位 权 中 误差 与 其 权 倒数 平方 根 的 乘积 。 
该 式 不 仅 适 用 于 求 任 一 观测 值 的 中 误差 , 而 且 也 适用 于 计算 观测 值 函数 的 中 
误差 。 此 时 , 式 中 的 权 是 措 函 数 的 权 。 


第 四 节 ” 协 因数 及 协 因数 传播 律 
在 第 一 章 第 四 节 中 , 讨论 了 根据 观测 值 的 方差 求 函数 的 方差 这 类 问题 。 由 于 
权 与 方差 成 反比 ,当然 也 就 可 以 用 权 来 反映 观测 值 函 数 的 精度 。 这 种 由 观测 值 的 


权 来 求 函 数 权 的 一 类 问题 称 之 为 协 因数 传播 律 。 在 导出 这 种 法 则 之 前 , 尚 需 六 述 
协 因数 的 有 关 概念 。 


一 、 协 因数 与 协 方差 阵 


设 有 观测 值 4 和 心 ,它们 的 方差 分 别 为 o? 和 中 , 相互 间 的 协 方差 为 nj 。 由 权 
的 定义 , 可 得 


pi o8 

1_o 
Qi = pr (2.30) 
Qw -号 


或 写 为 





07 = ofQ; (2.31) 


称 Q 和 Q 分 别 为 5 和 必 的 协 因数 或 权 倒数 ,而 称 Q 为 上 关于 六 的 互 协 因数 或 
相关 权 倒数 os 为 单位 权 方差 

不 难 理解 , Q; 和 Qy 与 权 户 和 户 有 着 类 似 的 作用 , 也 可 作为 比较 观测 值 精度 
高 低 的 一 种 指标 ;而 协 因数 Qs 是 反映 观测 值 之 间 相关 程度 的 一 种 指标 。 

如 果 把 协 因 数 的 概念 扩充 , 假定 有 观测 值 向 量 (或 观测 值 函 数 向 量 )X% 和 了， 


它们 的 方差 阵 分 别 为 Dxx、Dyy, XX 关于 Y 的 协 方差 阵 为 Dxy , 则 相应 地 , 有 


Dxx = oiQxx 
Dyy = oiQyy (2.32) 
Dxy = ciOxr 

此 时 , 称 Qxx 和 Qyy 分 别 为 X 和 Y 的 协 因数 阵 ,而 称 Qxy 为 X 关于 Y 的 互 协 因数 


阵 。 
若 记 


(3.33) 





且 有 


Dzz = ci0zz (2.34) 
与 
Dyx = Diy 
(2.35) 
Qyx = Cj 


当 Qxy = Qky = 0 时 ,说 明 多 与 Y 是 相互 独立 的 观测 向 量 。 至 于 X( 或 Y) 向 
基 , 可 以 是 独立 观测 向 量 ;也 可 以 是 相关 观测 向 量 。 
当 X( 或 Y ) 为 独立 观测 向 量 时 ,有 


1 ol 0 力 1 0 
2 03 p2 

其 ?二 Dxx = ， Pxx = 
Tn 0 02 0 pn 


2 
ol 
0 了 次 
% pi1 0 
2 于 
二 
Qxx = = ” (2.36) 
2 1 
On 0 一 
Ea 
大 pn 














Py 





Pxx = Q 欢 
(2.37} 


PxxQxx = E 

式 中 : E 为 单位 阵 。 通 常 称 Pxx 为 观测 向 量 X 的 权 阵 。 

类 似 地 , 当 XX( 或 Y) 为 相关 观测 向 量 时 , 则 也 有 与 (2.37) 式 同样 的 结论 。 但 需 
要 指出 的 是 , Cxx 表示 的 是 一 非 对 角 阵 。 权 阵 Pxx 的 对 角 线 元 素 不 再 是 zx; 的 权 了 ， 
也 就 是 说 , 权 阵 Pxx 的 各 个 元 素 也 不 再 有 什么 权 的 意义 了 。 但 是 , 在 观测 数据 处 理 
中 , 相关 观测 向 量 的 权 阵 却 起 着 权 阵 一 样 的 作用 。 

二 、 协 因数 传播 律 
设 有 观测 值 的 线性 函数 为 
Z= FX (2.38) 

由 协 方差 传播 律 ,得 


Dz = FDxxF™ (2.39) 


式 中 ， Dxx 为 观测 值 列 向 最 X 的 方差 阵 若 令 单位 权 方差 为 o8, 则 协 因数 阵 可 由 方 
差 阵 乘 上 常数 得 到 , 即 
0 


Qxx = 二 pmx 
0 
(2.40) 
1 
Qzz = -iDzz 
o0 


将 上 式 代 入 (2.39) 式 ,得 
oiQzz = F(odQxx) FT = ofFQOxxF™ 
两 边 同 除 以 ci , 则 


va 





Qzz = FOxxFT (2.41) 


这 就 是 观测 值 的 协 因数 阵 与 其 线性 函数 的 协 因数 阵 的 关系 式 , 通常 称 之 为 协 因数 
传播 律 ,或 称 之 为 权 道 阵 传播 律 。(2.41) 式 在 形式 上 与 协 方差 传播 律 (1.36) 式 相 
同 , 所 以 有 时 合 称 为 广义 传播 律 。 

如 果 (2.38) 式 表示 的 是 一 非 线性 函数 ,那么 应 对 函数 取 全 微分 将 其 化 为 线性 
函数 的 形式 , 然后 再 由 协 因数 传播 律 求 得 函数 的 协 因数 阵 。 具 体 步 骤 与 求 非 线性 
函数 的 协 方差 步骤 相同 , 这 里 就 不 次 述 了 。 

例 [2.1]: 设 有 观测 值 列 向 量 X 的 两 组 线性 函数 以 和 Y, 已 知 协 因数 阵 Qxx ， 


即 


U= FX 
(2.42) 


V= FX 


求 Quv 与 Qvu 。 
解 :将 (2.42) 式 写成 矩阵 形式 


由 协 因数 传播 律 ,有 


Qu Co Fi 
Qz= 总 QCxx[FT F}] 
vw Qvv 下 2 


Ee en 


FQxxF! FQxxF} 


(2.43) 
所 以 


Quv = FiQxxFT 
(2.44) 


Qvu = FQxxF! 
vi 





且 有 
Quv = QW (2.45) 


例 [2.2] :已 知 观测 值 列 向 量 X! 和 XX 的 协 因数 阵 Qx,x, 和 Qx,x, 以 及 互 协 因 
数 阵 CQx,x, ,或 写 为 


Xi Qxx, Qxx, 
X= ， Qxx = 
X2 Qx,x, Qx,x, 


设 有 函数 
U= FX 
(2.46) 
V = FX2 
求 U 关 于 V 的 协 因数 阵 。 
解 :将 (2.46) 式 写成 
XX! 
U=[F 0] 
大 2 
(2.47) 


Qxx, Qxx,| fo 
Quv=[F!: 0] = FiQx,x, FI (2.48) 
,| LEY 


不 难 有 
RN 





Ovu = P2OxxFIL = Civ (2.49) 
当然 ,上 述 计算 方法 , 也 适用 于 相同 函数 形式 的 协 方差 计算 。 


第 五 节 非 等 精度 观测 数据 的 精度 估计 


在 第 一 章 第 三 节 中 , 曾 给 出 了 利用 一 组 等 精度 观测 的 真 误差 计算 观测 值 中 误 
差 的 基本 公式 , 即 


[A4]j] 


n 


如 果 广义 地 理解 , 上 式 中 的 4; 可 以 是 同一 个 量 的 真 误差 , 也 可 以 不 是 同一 个 量 甚 
至 是 不 同类 观测 基 的 真 误 差 。 如 果 令 相互 独立 的 等 精度 观测 值 为 1;, 其 数学 期 望 为 
Li; , 则 真 误差 
Ai = 1-LLi (= 1,2,.…,n) (2.50) 
现在 的 问题 是 ,如何 根据 一 组 不 等 精度 观测 的 真 误差 计算 观测 值 的 中 误差 ? 
如 果 设 4; 为 不 等 精度 观测 值 , (2.50) 式 表示 的 就 是 不 等 精度 的 真 误 差 。 为 了 
能 应 用 中 误差 的 基本 公式 来 计算 单位 权 观 测 中 误差 , 就 需要 得 到 一 组 等 精度 且 其 
权 为 1 的 独立 的 真 误差 A'; 。 为 此 , 令 
A'; = aui (2.51) 


由 权 倒数 传播 律 


全 (2.52) 


则 





所 以 
A4 = VPAi (2.53) 


也 就 是 说 , 利用 (2.53) 式 可 以 将 一 组 非 等 精度 观测 的 真 误差 A; 转换 成 一 组 等 精度 
观测 且 权 为 1 的 真 误 差 A';, 不 难 理解 , A“; 也 是 一 组 独立 的 真 误差 。 将 (2.53) 式 代 
入 中 误差 的 基本 公式 (1.18) 式 及 (1.19) 式 ,得 


oo = VE(A) = lim A (2.54) 


Leaa] (2.55) 


上 式 就 是 根据 一 组 不 同 精度 的 真 误差 计算 单位 权 中 误差 的 基本 公式 。 

容易 看 出 , 当 各 观测 值 的 权 p; = 1 时 , (2. 55) 式 变 为 (1.19) 式 。 也 可 以 说 
(1.19) 式 是 (2.55) 式 的 一 种 特殊 情况 。 

在 第 二 章 第 二 节 中 还 曾 提 到 ,观测 量 的 真 误差 一 般 情况 下 是 不 知道 的 。 但 在 
观测 与 实验 中 , 常常 对 一 系列 被 观测 量 分 别 进行 成 对 的 观测 。 例 如 ,水 准 测量 中 对 
各 段 进行 往 返 观测 , 边 角 平 面 网 中 对 边 长 对 向 观测 , 像 点 坐标 的 重复 量 测 , 宗 地 面 
积 的 二 次 量 算 以 及 测 角 中 二 次 重合 读数 等 等 。 这 种 成 对 的 观测 , 称 为 双 观测 , 对 同 
一 个 量 进行 的 二 次 观测 称 为 一 个 观测 对 。 

设 对 物理 量 X; 各 观测 二 次 ,得 观测 值 2; 和 "(i = 1,2,…, n)。 又 假定 各 观测 
对 的 精度 不 同 , 设 其 权 为 pu, 而 同一 观测 对 的 两 个 观测 值 1“; 和 2 的 精度 相同 , 设 
权 为 p;。 

对 于 任何 一 个 观测 量 来 讲 , 不论 其 真 值 X; 的 大 小 如 何 ,总 有 


Xi-Xi=0 (i=1,2,.…,n) (2.56) 
即 真 值 与 其 自身 之 差 的 真 值 为 零 。 


由 于 观测 不 可 避免 地 受到 误差 的 影响 , 因此 ,各 物理 量 的 两 个 观测 值 之 差 一 般 
为 





a i (2.57) 
那么 ,各 差 数 的 真 误差 为 


As = (LL) -XX)= di-0=d: (2.58) 


这 表明 , 各 观测 对 中 两 个 观测 值 之 差 就 是 各 差 数 的 真 误差 。 
对 (2.58) 式 按 权 倒数 传播 律 可 得 di 的 权 倒数 


和 
pa pi p: pi 

(2.59) 
pa = 名 


顾及 (2.58) 及 (2.59) 两 式 ,得 
mo = 土 Le (2.60) 


式 中 : [pdd] = pi(L1 1)2+ ba(12 一 42)?+ + pn(1 一 4%)?;pi; 为 1 或 
Li 的 权 ;n 是 观测 对 的 个 数 。 
由 权 的 定义 (2.22) 式 可 知 


有 了 单位 权 中 误差 mo( = oo ), 即 可 按 上 式 求 得 各 观测 值 的 中 误差 , 即 


“ » 二 


。 47 . 





而 第 ; 对 观测 值 的 均值 二 = 人 十 生 的 中 误差 为 


re [ 工 
m= = "2p (2.61) 


如 果 所 有 的 观测 值 ,4'2,…, 4 和 1, 71"2,…, 1 都 是 等 精度 的 , 可 令 其 权 p; 都 


等 于 1 ,显然 
dd 
mi 一 圭 /a (2.62) 








(2.63) 


顺便 说 明 , 当 利用 某 个 量 的 非 等 精度 观测 值 的 改正 数 计算 单位 权 中 误差 时 , 可 
仿 第 二 章 第 二 节 中 的 有 关 推导 ,这 里 直接 给 出 : 


pe (2.64) 
ne-1l 
式 中 ， 
克己 下 < 下 (2.65) 


其 中 : 工 为 被 观测 量 的 加 权 均 值 。 

显然 , (2.65) 式 表示 的 是 同一 个 量 的 最 或 然 值 改 正 数 。 从 适用 范围 上 看 ,不同 
于 (2.50) 式 表示 的 真 误差 取 值 范围 。 也 就 是 说 , (2. 50) 式 不 要 求 是 同一 个 量 的 真 
误差 ,这 是 两 者 的 区 别 。 

例 [2.3]: 如 图 2.3 所 示 一 个 结 点 的 水 准 网 , 各 已 知 数据 和 观测 数据 均 列 于 表 
2.1 中 ,计算 结果 列 于 表 2.2 中 。 











已 知 点 高 程 观测 高 差 路 线 长 度 
已 知 点 人 路 线 i /lm 
57.960 1 一 9.201 45.6 
B 40.460 2 +8.324 32.8 
C 41.202 +7.556 40.3 
D 57.060 4 -8.296 $1.4 








2.2 


+20.1 



































2 | 48.784 | 3.03 | +26 79.3 | -15.8 | -48.2 | 761.6 ~ 1253 

3 | 48.758 | 2.48 0 十 0 +10.2 | +25.3 | 258.1 0 

4 48.767 1.95 学 全 | 17.6 +1.2 人 2 2.8 +20.7 
w= | [= | [par]= [po]= | Lom= | Ca- 
48.758 | 9.67 99.1 -0.5 | +1207.4| -1212.4 





Ltt l= 48.7682(m), t= (P21 =10.2(mm), mo= + /2 = +20(mm) 





由 于 定 权时 , 选 C=100 且 路 线 长 以 km 为 单位 , 故 上 面 求 得 的 单位 权 中 误差 
为 100km 观测 高 差 的 中 误差 。 如 要 求 每 km 观测 高 差 的 中 误差 , 以 备查 是 否 符合 


观测 规范 的 要 求 , 则 应 


“4 。 








Pim 
P 点 高 程 的 精度 为 
i 
mr = pT™ 及 +6.5(mm) 


最 后 再 指出 几 点 , 在 数据 处 理 时 , 通常 列 入 一 些 检 核 项 , 以 防 计 算出 现 差错 。 


诸如 在 上 例 中 ,使 用 了 
1) [pv] = 0, 其 证 明 是 


对 上 式 两 边 乘 以 p,, 取 和 再 考虑 工 = 5 型 ， 即 


po] = [pIL -Lp = [pI -tn =0 


至 于 算 例 中 [pv] = - 0.5 不 完全 等 于 0, 是 由 于 计算 中 凑 整 误差 所 致 
2) [pvv] = 一 [pv64], 证 明 如 下 : 


vi=L-l= lo+dl -l= lo0— (li— 10) = 0- dl; 
对 上 式 两 边 同 乘 以 piv;, 取 和 再 考虑 [pv] = 0 , 即 


[po] = [pv]8lo — [pvdl] =- [pvdl] 


(2.66) 


(2.67) 


至 于 上 例 中 , [pvv] + [加 8] = 1207.4- 1212.4 = -5 尖 0, 也 是 由 于 凑 整 误差 所 致 。 
在 上 而 的 算 例 中 ,还 使 用 了 工 = io + 【人们 来 代 符 工 = “4 这 里 留 给 读者 


、。50 . 





自己 证 明 。 从 中 可 以 看 出 , 当 利 用 手 算 进行 数值 计算 时 , 对 数值 相近 但 绝对 值 又 较 
大 的 数 ,常常 是 先 将 其 通过 一 近似 值 转换 成 数值 较 小 的 数 , 然后 再 进行 计算 。 


思考 题 与 习题 


1. 观测 数据 处 理 主要 是 为 解决 哪 几 个 问题 ? 

2.“ 只 要 观测 或 实验 次 数 足够 大 ,就 可 以 使 误差 减 小 到 任意 小 的 程度 "这 话 对 
吗 ? 为 什么 。 

3. 权 与 中 误差 有 什么 关系 ? 有 了 中 误差 为 什么 还 要 引入 权 ? 

4. 在 对 非 等 精度 观测 处 理 时 , 为 什么 选用 不 同 大 小 的 单位 权 中 误差, 而 计算 
所 得 的 估 值 及 其 精度 并 不 受 其 影响 ? 

5. 为 什么 说 观测 对 中 两 个 观测 值 之 差 就 是 各 莽 数 的 真 误差? 

6. 在 前 一 章 习 题 的 第 7 题 中 , 若 使 测 角 与 测 距 仪器 作 到 精度 大 致 匹配 , 在 观 
测 纲要 上 应 采取 什么 措施 ? 

7. 若 相关 观测 值 x = [” ] ,其 权 阵 p, = [4 2], 单 位 权 方差 ox=1, 试 证 

I2 v 

P。 = 号 ,Po=2。 
8. 已 知 UV 是 观测 值 L = (4 1， 1)7 的 函数 ， 分 别 为 


U = Ui+ 4l2+3l3 
V = 7T0 -101 + 1613 


独立 。 


2 -1 0 
' 且 Qi = 区 3 -| aa U 与 V 相互 
0 =2 4 


x 2 0 -1 
y 1 让 
» [| #8 [2] eamm | 2 
\ a -1 -1 2 
试 求 PPy 以 及 Pr Pr- 
10. 甲乙 \ 丙 三 组 在 A、B 两 点 之 间 测 设 水 准 ,如 图 2.4 所 示 。 各 路 线 观 测 高 
差 为 h。、hs、h。。 其 中 : 
甲 路 线 单位 权 中 误差 为 +3 mm( 以 2km 观测 为 单位 权 ); 中 10km 
乙 路 线 单位 权 中 误差 为 2 mm( 以 1km 观测 为 单位 权 ); 2 
两 路 线 单位 权 中 误差 为 土 4 mm( 以 4km 观测 为 单位 权 )。 14 SS 
求 A、B 之 间 高 差 的 带 权 均值 及 三 路 线 观测 精度 之 比 。 
11. 如 图 2.5 所 示 ,A、B 两 点 的 已 知 高 程 分 别 为 10.000m 
和 12.000m, P 为 待定 点 。 A 至 已 点 3km, B 至 P 点 6km, 测 得 
高 差 hap = 4.615m, hap = 2.620m, 若 每 公里 观测 高 差 的 精度 


“i 





均 为 oo = 2 mm, 求 P 点 高 程 的 带 权 均 值 及 其 精度 。 


4.615 


4@- 一 一 co 一 一 260 一 -os 


P 
图 2.5 


12. 对 某 图 形 的 面积 用 不 同 的 器 械 测 定 三 次 , 获得 下 列 附 有 中 误差 的 结果 ( 单 
位 为 cm2) : 

45.4+0.30 ; 45.1+0.12 ; 44.9+0.18。 

求 该 图 形 面积 的 带 权 均值 及 其 精度 。 

13. 若 n 个 等 精度 观测 值 的 权 为 p, 其 算术 均值 的 权 为 P。 则 p 与 P 的 关系 
如 何 ? 

14. 若 边 长 为 d 的 观测 结果 的 权 为 1, 则 边 长 为 D 的 观测 结果 的 权 应 该 是 多 
少 ? 

15. 设 有 函数 下 = fi1z + f2y, 其 中 


式 中 :ai, Bi 为 系数 ,4; 的 权 为 p;(i = 1,2,…, n)。 试 求 函 数 下 的 协 因数 Qr。 


“Ws 





第 三 章 参数 估计 的 基本 理论 


第 一 节 ”观测 数据 处 理 常用 的 数学 模型 


在 生产 实际 和 科学 研究 中 , 经 常 要 依据 观测 结果 来 揭示 变量 之 间 相 互 关 系 的 
数学 规律 ,从 而 找 出 它们 之 间 的 定量 表达 式 。 这 种 对 客观 实践 抽象 概括 的 过 程 ,就 
是 指 建 立 数学 模型 。 一 般 说 来 ,变量 之 间 的 关系 大 致 可 分 为 两 类 :一 类 是 确定 性 
的 , 即 理论 上 的 函数 关系 ,表达 这 种 关系 的 数学 模型 被 称 为 理论 方程 ; 另 一 类 是 随 
机 性 的 , 即 经 验 上 的 一 种 近似 函数 关系 , 表达 这 种 关系 的 数学 模型 被 称 为 经 验方 
程 。 对 于 观测 数据 处 理 的 问题 ,建立 的 数学 模型 多 系 后 者 。 

为 求 得 母体 参数 的 估 值 , 一 般 要 通过 这 样 三 个 步 又 :一 是 选择 数学 模型 , 使 其 
线性 化 ;二 是 根据 参数 估计 的 某 一 准则 , 导出 求解 表达 式 ;三 是 根据 表达 式 最 后 解 
得 参数 估 值 及 其 方差 。 下 面 介绍 的 是 数据 处 理 时 常用 的 几 种 数学 模型 。 


1. 条 件 法 
设 有 某 观测 问题 ,观测 向 量 为 L ,或 然 改 正 数 向 量 为 .V , 则 估 什 向量 


L=L+V (3.1) 
若 考虑 观测 值 之 间 应 满足 一 定 的 几何 或 物理 的 某 种 约束 , 则 数学 模型 可 选 为 
F(L)=0 (3.2) 

经 线性 化 ,得 


aF - 
F(L)= F(t+aFl v=0 (3.3) 


人 坊 


Fy = 4， F(L)= WwW (3.4) 


人 





则 (3.2) 式 可 写 为 


AV+W=0 (3.5) 
称 这 种 方法 为 条 件 法 , (3.5) 式 被 称 作 条 件 方程 组 。 显 然 , 它 是 以 或 然 改正 数 为 未 
知 数 向 量 的 r( = n - *, 称 多 余 观测 或 自由 度 ) 个 方程 组 成 的 亚 定型 方程 组 ,通常 ， 


其 解 是 一 个 含有 自由 变量 的 解 向 量 。 只 有 在 满足 一 定 的 准则 下 ,方程 组 才 有 惟一 的 
解 向 量 。 


2. 参数 法 
如 果 我 们 令 观测 向 量 的 参数 向 基 为 X , 必 存 在 


X= X°+6X (3.6) 


式 中 : X? 为 XX 的 近似 值 向 量 ;8X 为 近似 值 的 改正 数 向 量 。 
由 于 待 估 参 数 是 一 组 观测 子 样 的 函数 , 即 Xx = G() ,可 有 


L = G-I(X) (3.7) 


F(X) = GOX) 
则 


F(X)=L (3.8) 
如 果 将 观测 值 的 估 值 向 量 i 表示 成 参数 X 如 上 那样 的 函数 , 经 线性 化 后 , 得 


1 
F(X) L = FOX + 5% oaX 一 工 一 了 =0 (3.9) 


54. 





(3.9) 式 可 以 写 为 


9F i 
ax i | 


F(X")-L= 


V= BX+U 


(3.10) 


(3.11) 


则 称 这 种 方法 为 参数 法 , (3.11) 式 被 称 作 观 测 (或 误差 ) 方 程 组 。 显 然 , 它 是 以 参数 
的 近似 值 改 正 数 为 未 知 数 向 基 的 n 个 方程 组 成 的 超 定型 方程 组 。 因 此 , 它 没 有 通 


常 意义 下 的 解 向 量 。 只 有 在 满足 一 定 的 准则 下 ,方程 组 才 有 惟一 的 解 向 量 。 


3. 附 有 未 知 数 的 条 件 法 
如 果 我 们 选择 如 下 的 数学 模型 , 即 


经 线性 化 后 ,得 


F(L,X) = F(L,X°)+ 


则 (3.13) 式 可 写 为 


F(L,X)=0 


aF aF 


AV+BX+Wu=0 


(3.12) 


(3.13) 


(3.14) 


(3.15) 


不 难 理解 ,这 是 对 条 件 法 和 参数 法 的 一 种 组 合 。 换 句 话 说 , 它 是 这 两 种 基本 方法 的 
概括 。 当 B = 0 或 4 = E(E 为 单位 阵 ) 的 两 种 情况 下 ,由 (3.15) 式 即 可 导出 条 
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件 方程 组 (3.5) 式 或 误差 方程 组 (3.11) 式 。 如 果 在 (3.15) 式 中 , 所 选 参 数 3X 的 个 
数 为 1, 且 zi < 1(zt 为 必要 观测 数 ), 那 么 该 式 是 由 (n - :+ 与 ) 个 方程 组 成 的 方程 
组 ,显然 , (3.15) 式 表示 的 是 附 有 未 知 数 的 条 件 方程 组 。 


4. 附 有 条 件 的 参数 法 


对 于 (3.15) 式 来 讲 , 如果 所 选 参数 3X 的 个 数 : < 0 < n 时 ,车 将 (3.15) 式 中 
的 系数 和 常 项 矩阵 视 为 分 块 阵 , 并 令 


I 


则 (3.15) 式 变 为 
-E B, U 
| | V+ 6X+ | =0 
0 了 Ww 
(9327 
V= Bxr+U 
或 
B,SX+W=0 
可 见 , (3.17) 式 表示 的 是 , 所 选 参数 之 间 不 独立 , 而 参数 之 间 应 满足 (1, - +) 个 约束 


时 , 所谓 附 有 条 件 的 误差 方程 组 。 

以 上 介绍 了 条 件 法 、 参 数 法 、 附 有 未 知 数 的 条 件 法 和 附 有 条 件 的 参数 法 等 数学 
模型 。 其 中 , 由 组 合法 推导 的 (3.15) 式 具有 通 式 的 含义 。 如 果 所 研究 的 数据 处 理 
问题 更 为 复杂 , 只 要 适当 地 对 (3.15) 式 中 各 项 视 为 超 矩阵 , 把 其 中 的 变量 也 看 做 是 
含有 子 矩阵 的 情况 , 就 不 难 导出 其 应 有 的 数学 模型 。 由 于 这 方面 问题 讨论 ,已 超出 
本 课程 内 容 范围 , 在 此 就 不 详细 谈 及 了 。 

至 于 对 各 种 数学 模型 的 最 后 选择 使 用 , 一 是 要 根据 实际 的 问题 , 例如 已 知 数据 
的 多 少 或 系统 的 配置 状态 等 等 ;二 是 要 根据 计算 工具 和 计算 者 的 技术 水 平等 。 


第 二 节 条件 观 测 处 理 
一 、 原 至 


由 第 一 章 中 的 内 容 可 知 , 在 观测 工作 中 , 为 了 及 时 发 现 错误 和 提高 观测 结果 的 
了 可 





精度 , 常 做 多 余 观测 。 例 如 , 为 确定 一 个 平面 三 角形 的 形状 , 只 要 观测 其 中 的 任意 
两 个 内 角 就 够 了 ,对 这 两 个 角 的 观测 , 称 为 必要 观测 。 相 对 于 必要 观测 而 言 , 对 第 
三 个 内 角 的 观测 , 就 称 为 多 余 观 测 。 由 于 有 多 余 观 测 的 存在 , 则 三 内 角 观 测 值 的 估 


值 Li(i = 1,2,3) 之 间 应 满足 几何 约束 
s 
2 i = 180° (3.18) 


工 ;之 间 应 满足 的 几何 或 物理 的 约束 关系 称 为 条 件 , 表达 这 种 关系 的 方程 就 称 为 条 
件 方程 [如 (3.18) 式 ]。 
由 于 观测 值 1; 带 有 随机 误差 , 车 设 观测 值 的 改正 数 为 v; , 则 


Li = Li+ vi (3.19) 
将 上 式 代入 (3.18) 式 中 ,得 

3 

Dv+t+w=0 (3.20) 

各 
式 中 : 

3 
w= Dl- 180° (3.21) 


这 样 ,就 把 求 估 值 L; 的 问题 化 成 如 何 求 一 组 改正 数 w 的 问题 了 。 要 从 (3.20) 
式 的 一 个 方程 中 来 确定 三 个 改正 数 w, 显然 其 解 不 是 惟一 的 。 根 据 最 小 二 乘 准则 的 
要 求 , 要 从 众多 组 解 中 寻求 其 中 能 使 [pvw] = min 的 那 一 组 o 值 从 数学 上 讲 , 这 
是 一 个 求 条 件 极 值 的 问题。 

一 般 地 , 设 有 某 观测 问题 ,观测 值 为 ,其 相应 的 权 阵 为 ,改正 数 为 ”, 估 值 
为 总。 当 有 r 个 多 余 观 测 时 , 由 于 每 一 个 多 余 观 测 就 反映 一 个 条 件 。 因 此 ,条 件 的 
个 数 与 多 余 观测 的 个 数 相同 。 这 里 , 假定 全 部 条 件 均 为 线性 形式 , 则 有 





。 57 。 





al +azEao+…+anEo+ao=0 


biLitbL+ -+b Lt+bo=0 
(3.22) 





riE+rzLz+…+reLo+ro=0 


式 中 : aj, bi,…,ri(i = 1,2,…,n) 为 各 估 值 条 件 式 的 系数 ;ao, 50,…, ro 为 条 件 
式 中 的 常数 项 。 
以 Li = Li+ vi(i = 1,2,…,n) 代入 (3.22) 式 ,得 


avi+azv2+ +anvnt+ wa=0 


bivit+ bv + + bvn + ws = 0 


(3.23) 





rivit rvit+ + rw + w, = 0 


式 中 : wi(i = a,b,…,r) 为 条 件 方程 的 闭合 差 , 或 称 条 件 方程 的 不 符 值 (自由 
项 ) : 


wa = alll+ a2l2 + *** + anln + ao 


wo = bili+ bal2 + *** + bsl, + bo 
(3.24) 


wr = rt ra2l2 十 … 十 raln 十 70 


若 以 向 量 -矩阵 来 表示 , 令 


二 





i Li 





b1 b2 bn 了 
莹 二 
A EA 
i L, 
[41 [vi 
[2 v2 
L 二 i 
A . sl 
| Un 
ao] [wa 
bo wp 
Ez er 
ro. Lw,, 











则 (3.22) 式 一 (3.24) 式 的 矩阵 表达 式 为 


AL+Ao=0 (3.25) 
AV+W=0 (3.26) 
W= AL+Ao (3.27) 


按 前 面 的 叙述 ,可 用 拉 格 朗 日 乘 数 法 对 (3.26) 式 求解 。 为 此 , 设 
K™ = (ka, kos, kr) 


称 其 为 联系 数 向 量 , 它 的 维 数 与 条 件 式 个 数 r 相等 。 按 拉 氏 乘 数 法 求 条 件 极 值 时 ， 
要 组 成 新 函数 
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四 = ViPV-2K'(AV + W) 
使 @ 对 V 求 一 阶 导数 , 并 令 其 为 零 , 即 


dg 工 J 
= -2KA=0 
dV 2V°P-2. 


解 上 式 ,得 
V= P-14TK 


称 为 改正 数 方程 ,其 纯 量 形式 为 


vi = 友 (ok + biks + + rk,) (i = 1,2,.… 


将 (3.29) 式 代入 (3.26) 式 ,得 
4P-I4TIK+ W =0 
Rk 
则 有 


NK+W=0 


,nn) 


(3.28) 


(3.29) 


(3.30) 


(3.31) 


(3.32) 


称 为 联系 数 法 方程 , 简称 法 方程 (数学 上 也 称 正则 方程 )。 它 是 一 个 未 知 数 的 个 数 
与 方程 个 数 相等 的 正则 方程 。 也 就 是 说 , 矩阵 N 的 秩 rw = r。 因 此 , K 有 惟一 的 解 


向 量 。 


不 难 证 明 , N = NT。N 在 这 里 是 r 阶 对 称 方 阵 。 因 此 , 法 方程 的 纯 量 形式 为 





的 - 


Pe 


由 上 面 的 对 称 线性 方程 组 中 可 解 出 联系 数 K, 将 其 代入 改正 数 方程 (3. 29) 
式 , 可 求 出 改正 数 V, 进而 再 求 出 估 值 过。 


二 、 条 件 个 数 与 条 件 方程 


前 已 述 及 ,条 件 个 数 与 多 余 观 测 的 个 数 相同 。 如 果 观 测 数据 的 个 数 为 n, 独立 
的 待 估 参 数 的 个 数 为 ,一般 地 ,条 件 的 个 数 为 


(3.33) 


r=n-t (3.34) 


但 在 观测 问题 中 ,有 时 ,条 件 总 数 除 与 观测 数 有 关外 ,还 与 多 余 的 起 算数 据 有 关 。 

若 以 测 基 控制 网 为 例 , 为 了 计算 待定 点 的 直角 坐标 , 任何 控制 网 都 必须 要 有 一 
定数 其 的 起 算数 据 及 足够 数量 的 观测 数据 。 三 角 网 的 必要 起 算数 据 有 4 个 , 即 两 
个 点 的 纵横 坐标 (或 一 个 点 的 纵横 坐标 , 一 条 边 长 ,一 条 边 的 方位 角 ); 测 边 网 、 边 角 
网 或 导线 网 的 必要 起 算数 据 有 3 个 , 即 一 个 点 的 纵横 坐标 和 一 条 边 的 方位 角 ; 水 准 
网 的 必要 起 算数 据 有 1 个 , 即 一 个 点 的 已 知 高 程 。 只 有 这 样 , 测量 控制 网 才 既 不 能 
平移 , 也 不 能 旋转 和 伸缩 。 

凡是 具有 一 套 必要 起 算数 据 的 控制 网 , 称 其 为 独立 网 ;凡是 有 多 余 起 算数 据 的 
控制 网 , 称 为 非 独立 网 或 附 合 网 。 
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如 图 3.1 所 示 平面 控制 网 ,观测 了 网 中 全 部 角度 ( 即 观测 数 为 12), 如 果 仅 A、 
B 两 点 为 已 知 点 , 则 待定 点 数 为 4, 待 估 参 数 (必要 观测 数 ) 为 8, 若 按 (3.34) 式 计 
算 , 有 


r=n-t=12-8=4 


如 果 除 A、B 外 , C、D 也 为 已 知 点 , 则 该 网 是 一 个 具有 多余 起 算数 据 的 非 独 
立 网 。 此 时 ,应 按 下 式 计算 条 件 个 数 , 即 


r=n-t-2g (3.35) 


式 中 ; n”= n+ ns + nas ns 为 多 余 的 起 算 边 长 及 加 测 边 长 总 数 ;n。 为 多 余 的 起 算 
方位 角 及 加 测 方位 角 总 数 ;9 为 多 余 的 起 算 点 或 已 知 点 组 个 数 。 

对 图 3.1 所 示 非 独立 网 , 其 中 m = 12,n, = 1,n。= 1,g = 1,: = 4。 代 入 
(3.35) 式 ,得 rr = 8。 

值得 强调 的 是 , 任何 观测 问题 , 当 采 用 条 件 观测 处 理 时 , 条 件数 目的 确定 是 很 
重要 的 。 当 条 件 个 数 大 于 1 时 , 各 条 件 之 间 还 应 保持 相互 间 是 独立 的 。 也 就 是 
(3.22) 式 表述 的 > 个 条 件 方程 


FlLik2, ks)=0 (=12…r) 


中 ,任何 一 个 方程 都 不 能 由 其 他 方程 的 线性 组 合 表 出 。 否 则 , 实际 问题 中 的 几何 或 
物理 的 约束 将 得 不 到 充分 而 完整 的 反映 。 

下 面 再 来 介绍 条 件 方程 式 的 种 类 , 这 里 仍 以 平面 网 为 例 。 根 据 条 件 法 数学 模 
型 F(L) = 0 的 特点 ,三 角 网 的 条 件 式 可 分 为 两 类 :一 类 是 角度 条 件 , 一 类 是 正弦 
条 件 。 

所 谓 角度 条 件 是 指 方程 式 的 左边 除 闭 合 差 外 , 全 部 是 由 系数 为 + 1 或 0 的 角 
度 改 正 数组 成 的 条 件 。 常 有 以 下 3 种 条 件 : 

1) 图 形 条 件 ,是 指 ” 边 形 的 内 和 角 估 值 之 和 应 满足 (n - 2).180* 的 条 件 。 具 体 
表达 式 是 


Dvi+twm=0 (3.36) 
式 中 : 


w 图 = 2)p (n -2). 180° 
Re 





其 中 ， 又 B 为 各 内 角 观 测 值 之 和 。 
2) 水 平 闭合 条 件 。 若 在 控制 点 上 观测 了 按 相 邻 两 方向 组 成 的 全 部 角落 , 亦 即 
在 网 里 面 的 控制 点 上 , 才 产 生 水 平 闭合 条 件 。 具 体 表 达 式 是 


Dvi+twxk=0 (3.37) 


根据 观测 纲要 可 知 , 当 按 角度 为 观测 元 素 列 立 条 件 式 时 ，z = 0 ; 若 以 方向 为 观 
测 元 素 时 , 则 该 条 件 式 不 存在 。 

3) 方位 角 ( 或 固定 角 ) 条 件 。 如 果 网 中 有 两 个 或 两 个 以 上 的 起 算 方位 角 , 此 时 
产生 方位 角 ( 或 固定 角 ) 条 件 。 如 图 3.1 所 示 , 有 方位 角 条 件 


Do)+w, =0 (3.38) 


式 中 ， 


ze =aaB 一 cz+c 一 csa+c 一 acD 


其 中 :c; 角 为 间隔 角 观 测 值 。 在 推算 路 线 之 左 取 “ + "号 ;在 推算 路 线 之 右 取 “-” 
号 


所 谓 正 弦 条 件 是 指 (3.2) 式 左边 全 是 用 正弦 (或 余弦 ) 函 数 表示 的 非 线性 条 件 。 
为 了 能 应 用 最 小 二 乘 准则 对 参数 做 出 估计 , 需要 把 非 线性 函数 按 泰 勒 公式 展开 成 
线性 形式 。 正 弦 条 件 包括 基线 (固定 边 ) 条 件 、 极 条 件 及 纵横 坐标 条 件 。 

1) 基线 (固定 边 ) 条 件 ,是 指 三 角 网 中 有 两 条 或 两 条 以 上 的 起 算 边 时 应 产生 的 
条 件 。 如 图 3.2 所 示 三 角 网 , 若 以 虚线 表示 的 为 “推算 路 线 ", 则 基线 条 件 式 为 


取 对 数 , 按 泰勒 公式 展开 , 取 至 一 次 项 ,得 区 
Dovs — Dovs+ ws=0 a 7 


式 中 : 图 3.2 
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ws = lgSap + >)lgsina - >)lgsinb ~ lgScp 


其 中 : Sap、Scp 为 两 已 知 边 长 ai, b; 为 观测 角 ;6;, res 均 以 对 数 第 六 位 为 单位 ;6; 
为 i 角 的 正弦 对 数秒 差 。 

如 果 注 意 到 人 cot 取 0.434 29, 将 其 代入 (3.39) 式 , 则 得 相应 的 真 数 
形式 的 基线 条 件 方程 式 


Deota va ~ Deotb' vtws =0 (3.40) 


式 中 ， 


电信 三 “Scop- Scp 
” S'cp 


其 中 : Scp 是 由 观测 值 推算 得 到 的 边 长 。 
2) 极 条 件 ,是 指 在 闭合 图 形 中 , 经 过 不 同 的 三 角形 (推算 路 线 ) 推 算 的 同一 条 
边 长 应 具有 相同 的 长 度 。 产 生 极 条 件 的 图 形 有 中 点 多 边 形 , 大 地 四 边 形 及 扇形 。 
由 于 极 条 件 是 用 来 保证 几何 图 形 完全 闭合 的 , 因此 也 可 认为 它 是 基线 条 件 的 
一 种 特殊 情况 , 也 就 不 难 有 极 条 件 的 对 数 形式 为 









Dov - Dev,+ wa =0 (3.41) 
式 中 ， 
w 极 = > )lgsina - > lgsinb 
其 真 数 形式 为 
Decota va Deotb -vt+w=0 (3.42) 
式 中 ， 
w= (1 )p 





3) 纵横 坐标 条 件 , 是 指 在 控制 网 中 , 当 存 在 有 被 隔 开 的 已 知 点 或 已 知 点 组 
(由 固定 边 连接 的 几 个 已 知 点 ) 时 , 则 产生 坐标 条 件 。 

所 谓 坐 标 条 件 就 是 , 由 一 个 已 知 点 或 已 知 点 组 开始 , 通过 网 中 推算 路 线 上 的 各 
角度 估 值 可 以 求 出 另 一 个 被 隔 开 的 已 知 点 或 已 知 点 组 的 坐标 。 那 么 , 纵横 坐标 的 
推算 值 应 等 于 该 点 的 已 知 坐 标 值 。 其 具体 表达 式 形式 及 推导 过 程 将 在 下 一 节 中 给 
出 。 

单位 权 中 误差 可 通过 观测 值 的 改正 数 V, 按 下 列 计算 


二 
pe | (3.43) 


式 中 :7 为 多 余 观 测 数 。 
第 三 节 附 有 未 知 数 的 条 件 观 测 人 处理 
一 、 原 理 


在 第 三 章 第 一 节 中 讨论 过 , 当 对 某 观测 问题 选择 的 数学 模型 为 F(L,X) =0 
时 , 经 线性 化 后 ,得 (3.15) 式 


4V+Bi+ Wu =0 


这 里 , 若 假定 观测 数 为 n, 所 选 未 知 数 的 个 数 为 i， 且 ti < :( 必 要 观测 数 )。 那 么 ， 
该 式 是 由 


(n-t+t)=(r+a) 
个 方程 组 成 的 方程 组 。 也 就 是 说 , 附 有 未 知 数 的 条 件 观测 问题 ,除了 观测 值 的 估 值 
应 满足 r 个 几何 或 物理 的 约束 之 外 ,每 选 定 一 个 未 知 数 就 要 增加 一 个 条 件 式 。 
由 于 附 有 未 知 数 的 条 件 方程 是 常规 条 件 式 的 扩展 形式 , 若 对 (3.15) 式 求 改正 
数 V, 也 应 按 求 条 件 极 值 的 方法 组 成 函数 


®= VIPV-2K'(AV + BOX + Wu) (3.44) 


为 使 函数 @ 为 最 小 ,必须 使 它 对 自 变量 V 和 8X 的 偏 导 数 等 于 零 , 即 
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3 四 = 2VTP -2KTA = 0 


aVv 
AD __ KIB- 
jax =-2K7B = 0 
或 写 为 
VEEP lA 
| (3.45) 
BTK = 0 
将 (3.45) 式 中 的 第 一 式 代 入 (3.15) 式 中 , 有 
AP-'IATK + BSX+ Wu = 0 
若 记 
N= 4P-14T 
则 有 
NK + BX + Wu =0 
(3.46) 
BTIK =0 
或 写成 


ye Sl ee a 


称 (3.46) 式 与 (3.47) 式 为 附 有 未 知 数 的 条 件 观 测 的 法 方程 组 。 不 难看 出 , 其 系数 
和 矩阵 为 对 称 阵 , 解 此 方程 组 即 可 求 得 K 和 6X, 然后 再 由 (3.45) 式 中 的 第 一 式 求 出 
改正 数 V。 

单位 权 中 误差 的 计算 , 仍 按 下 式 


二 





1V 
mo 三 土 Te 


二 、 附 有 未 知 数 的 坐标 条 件 方程 


为 不 失 一 般 性 , 不 妨 仍 以 平面 控制 网 为 例 。 由 于 某 些 控制 网 网 形 的 复杂 ,或 由 
于 基准 位 置 的 随意 以 及 转化 计算 等 ,常常 需要 选择 网 中 的 某 些 元 素 ( 如 角度 、 某 边 
的 边 长 方位 或 某 点 的 坐标 ) 的 近似 值 改 正 数 作为 未 知 数 , 使 得 网 形 结构 及 糙 个 条 
件 式 的 列 立 趋 于 简单 化 。 如 图 3.3 所 示 的 线形 网 (已 知 点 互 不 相 邻 ), 其 坐标 条 件 
式 显然 不 易 列 出 。 如 果 选 择 以 某 个 已 知 点 (如 A ) 为 端点 的 边 长 及 该 边 的 方位 角 
的 近似 值 改 正 数 8S 与 ia 作为 未 知 数 , 则 该 网 的 条 件 式 就 不 难 列 出 了 。 


图 3.3 


又 如 图 3.4 所 示 的 线形 网 , 该 网 条 件 总 数 为 14, 其 中 有 图 形 条 件 10 个 , 极 条 
件 与 圆周 (水 平 ) 条 件 各 1 个 , 另外 两 个 附 合 条 件 的 列 立 就 比较 困难 。 如 果 选 取 
A 一 5 边 的 边 长 及 其 方位 角 的 近似 值 S%s 与 a%s 的 改正 数 8S 与 ic 作为 未 知 数 , 容 
易 看 出 ,利用 点 5 的 坐标 估 值 和 已 知 点 A 的 坐标 , 按 5 一 A 一 6 一 8 一 C 路 线 可 以 推 
算出 C 点 的 坐标 。 应 有 条 件 式 


Xa + AXas + AXecs + AXsc - Xc = 0 
(3.48) 


Ya+AYas +AYes +AYsc—- Yc=0 


式 中 :AXs .AY; 表 示 点 到 j 点 坐标 增 量 的 估 值 。 
根据 坐标 增 基 公式 , 有 
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sinA 
AXa6 = Saccosaas = Sas sinB cos(aas + C7) 





sinA7sinAssinA。 


2 - Cs- Co + 180° 
sinBsinBasinBo (4s + Cr — Ca- Co + 180°) 


AXes = Sas 
AXsc = Sas sinAysinAgsinAosinA oo ey 台 刘 


sinB7sinBesinBosinBio 


(3.49) 


同 理 , 可 得 AY; 如 上 形式 的 表达 式 (只 要 将 上 式 中 的 cos 改 成 sin), 此 略 。 





将 (3.49) 式 代入 (3.48) 式 的 一 式 中 , 按 泰勒 公式 展开 , 取 至 一 次 项 并 考虑 


A; = ait+t va, B; = bi+ vo, Ci= ct wv 


则 有 





a9g, 9g, 9g, 
5 {0 + (SB )ow, + (上 Pt 
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gx 二 i 
(gaas oe pw=0 (3.50) 


式 中 : 
GB, = XA + AXa6 + AX6s + AXse — Xe 
wz = 和 0 — X. (3.51) 
X9 = XA TAX + AX0 + AXY. 


其 中 : AXY 是 根据 观测 值 a;、b;、c; 和 近似 值 S%s 及 a%s 求 得 的 近似 坐标 增 量 函数 
对 A; 求 偏 导数 ,得 


(3 = AXMecotas + AXdecotay + AX8cootay = AX%ccotay 
G3) =AXQscotas + AX8ccotas = AXccotas 
(3.52) 
(3 =AXgcotas + AXgccotas = AXSccotao 
9 
(SR) =Axtceomo 
函数 对 B; 及 C; 求 偏 导数 ,得 
9%, 3 
(3 = Axgcert， (Fe), -Act 
ag, ag, ag, 
(GBe) = ~ AXdcoowbs, (5C.) = (Co = AY&c(-D 
(3.53) 
2%, ag, 
(3Bs) = — AXacootbs, (Co = AYhc(+ 1) 





ag, 
(38) =— AX8ccotbio 


0: 





仿 上 , 不 难 求 出 函数 对 Sas 及 aas 的 偏 导数 ,得 


gx 1 0 0 0 AX4c 
rn AX% + AX8c) = 
(gs Ss (AXAe + AX68 8c) S95 
(3.54) 
agx 1 和 -AY%c 
=- 一 (AY%e + AYls + AYtc) = 一 一 人 
(gaas’ 3 A6 68 8c p 


和 将 (3.52)、(3.53)、(3.54) 诸 式 代 入 (3.50) 式 中 , 并 两 边 同 乘 以 p”, 即 得 经 线性 化 
后 真 数 形 式 的 附 有 未 知 数 的 纵 坐 标 条 件 方程 , 即 


风 上 
BD) AX (cotawa — cotbivs) - DAYY (+ v.) 
7 2 i=7 


RR 
. eess -Ay%ic + pw: =0 (3.55) 


同 理 , 可 以 导出 相应 的 附 有 未 知 数 的 横 坐 标 条 件 方程 , 即 


10 0 
DAYY (cotaiwa — cotbivs) + DIAXY(+ vw.) 
i=7 和 ji=7 


AYc 
+ 205 + AX%caa + pw, = 0 (3.56) 
A5 
式 中 : 
ty = YL - Yc 
(3.57) 
YL =Ya+AyYy%+AYyt+Aytc 


其 中 : AYY 是 根据 观测 值 a;、6;、c; 和 近似 值 S%s 及 <%s 求 得 的 近似 坐标 增 量 。 

类 似 地 , 也 可 导出 路 线 A 一 5 一 3 一 B 上 的 坐标 条 件 , 其 形式 上 与 (3. 55)、 
(3.56) 两 式 雷同 。 

不 难 理解 ,如果 将 (3.55) (3.56) 两 式 中 有 关 未 知 数 3S 与 5a 的 项 去 掉 , 即 令 
8S=sc=0, 则 剩余 项 构成 的 方程 即 为 上 一 节 留 待 讨论 的 一 般 形式 的 坐标 条 件 方 
程式 。 
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顺便 指出 , 计算 时 为 避免 条 件 式 系数 过 大 , 通常 坐标 增 量 以 km 为 单位 ,而 zwz 
与 wy 以 m 为 单位 。 此 时 ,公式 中 的 取 206.265。 至 于 ve 前面 的 正 负 号 取决 于 
Ci 所 处 位 置 ,如 果 在 推算 路 线 之 左 取 “ + "号 ;在 推算 路 线 之 右 取 “ - "号 。 如 果 有 
几 个 三 角形 连续 出 现在 推算 路 线 的 同一 侧 , 则 它们 的 间隔 C 角 有 公共 顶点 , 相应 
的 几 个 系数 在 组 成 条 件 式 时 也 要 重复 使 用 几 次 。 如 图 3.4 中 ,6 号 点 处 图 与 @ 两 
个 三 角形 同位 于 推算 路 线 之 右 侧 。 因 此 , 在 (3. 55) 式 中 第 三 项 中 的 we, 及 v。, 的 系 
数 应 同 是 6 点 到 C 点 的 横 坐 标 增 量 ; 同 理 ,在 (3.56) 式 中 的 相应 处 也 同 是 6 点 到 
C 点 的 纵 坐 标 增 量 。 


第 四 节 ”间接 观测 处 理 
一 、 原 理 


由 第 三 章 第 一 节 中 的 讨论 可 知 , 如 果 对 某 观测 问题 选择 的 数学 模型 为 = 
F(X) ,经 线性 化 后 ,得 (3.11) 式 


V=BX+U 


该 式 就 是 间接 观测 的 误差 方程 组 。 由 数学 模型 可 以 看 出 , 间接 观测 的 处 理 , 首先 是 
要 选 定 足以 确定 某 观测 问题 的 个 未 知 参数 , 将 每 个 观测 值 估 值 用 所 选 定 的 未 知 
数 的 函数 表示 出 。 可 见 ,未 知 数 个 数 的 确定 是 很 重要 的 。 间 接 观测 中 未 知 数 的 个 数 
等 于 必要 观测 数 。 显 然 , 观测 个 数 ”应 满足 > 1。 至 于 未 知 数 的 选择 可 根据 具体 情 
况 和 便于 计算 的 原则 , 可 以 选择 观测 量 或 非 观 测量 , 也 可 二 者 兼 而 有 之 。 

我 们 仍 以 第 三 章 第 二 节 中 开头 叙述 的 平面 单 三 角形 为 例 。 若 按 间 接 观 测 处 理 ， 
首先 要 确定 必要 观测 的 个 数 , 前 已 述 及 , 为 确定 一 个 平面 三 角形 的 位 置 , 只 要 观测 
其 中 的 任意 两 个 角度 就 够 了 。 因 此 , 必要 观测 数 : = 2。 不 妨 就 选择 Xi 、X; 为 观测 


值 估 值 ,、L; 的 未 知 数 。 然 后 , 可 以 列 出 3 个 用 未 知 数 表达 观测 值 估 值 的 方程 ， 
有 


Li = Xi 
[2 = X2 (3.58) 


= 180" - Xi - X2 


人 沪 
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De i = 1,2,3 
X=z+6r j=1,2 (3.59) 


i 


式 中 : / 为 观测 值 ;x? 为 未 知 数 的 近似 值 ;8 zi 为 未 知 数 改 正 数 。 
将 上 式 代 入 (3.58) 式 中 , 写成 矩阵 形式 ,有 


vl 1 0 0 
61 
zz|=|0 1 +| 0 - (3.60) 


WE w 


式 中 : w = 180" - So 

有 了 误差 方程 组 (3.11) 式 之 后 , 为 了 对 这 种 超 定型 方程 组 求 出 惟一 的 解 向 
基 , 根 据 最 小 二 乘 准则 , (3.11) 式 中 的 未 知 数 8X 必须 能 使 观测 值 改正 数 V 满足 
VTPV = min。 令 P 是 观测 值 工 的 权 阵 , 则 按 数学 上 求 函数 自由 极 值 的 理论 ,就 是 
要 使 


EY -2vrp BY -2vIpB -0 (3.61) 
也 就 是 
BTIPV =0 (3.62) 
将 (3.11) 式 代入 上 式 ,有 
B'PBSX + BTPU = 0 (3.63) 
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N= B'PB (3.64) 


则 
NaX + BITPU = 0 (3.65) 


(3.63) 式 及 (3.65) 式 就 是 用 以 解 算 未 知 数 3X 的 方程 组 , 称 其 为 法 方程 组 。 将 求 得 
的 3X 代入 (3.11) 式 可 以 求 得 观测 值 的 改正 数 V, 进而 得 观测 值 的 估 值 为 


L=L+V 
各 未 知 数 的 估 值 为 
X= XX + 


为 了 区 别 条 件 方程 组 的 系数 阵 4 ,误差 方 程 组 的 系数 阵 B 中 的 各 元 素 为 


al 6 
a- 站 ee az b2 t2 
an bn 页 
相应 地 , 误差 方程 组 中 的 常数 项 向 量 为 
ab tfz 们 Ta 
az b2 … £2| |z9 212 


人 a ln 


式 中 : X" 为 未 知 数 的 近似 值 向 量 。 
法 方程 组 (3.65) 式 的 纯 量 形式 为 
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[paaldzri + [pab]dzz +* +[pat]dr, + [pau] =0 


[pablSzri+ [pob]8zr2 + +[pbt]3r. + [pou]=0 


[pat]szi+ [pbt]dr2 + + [pit]dr + [ptu]=0 


可 见 , 上 式 与 条 件 观 测 时 的 法 方程 组 相 比较 , 权 在 系数 中 的 位 置 不 同 , 前 者 是 
[paa], [pab], …; 而 后 者 是 [4 ]， [名 ],，…。 相 应 的 常数 项 ， 一 个 是 由 误差 方程 式 


系数 与 其 常数 项 组 合 而 成 ,如 [ pau], [pbu ],…; 另 一 个 是 与 条 件 式 的 闭合 差 相 同 ， 
篆 为 wi(i = a,6,…,r)。 此 外 ,各 系数 a,5,… 的 含义 也 不 相同 。 


二 、 间 接 观测 的 处 理 步 又 


1) 根据 观测 问题 的 性 质 , 首先 要 确定 必要 观测 的 个 数 1, 并 选 定 ; 个 独立 量 作 
为 未 知 数 。 未 知 数 的 选取 可 以 是 观测 量 ,也 可 以 是 非 观测 量 , 但 所 选 未 知 数 之 间 必 
须 相互 独立 ,不 应 存在 任何 确定 的 函数 关系 。 也 就 是 说 ,任何 一 个 未 知 数 都 不 能 用 
其 余 未 知 数 的 函数 表 出 。 

2) 将 每 一 个 观测 值 的 改正 数 表达 成 所 选 未 知 数 的 函数 , 列 出 观测 方程 (误差 
方程 )。 要 注意 误差 方程 式 常数 项 的 计算 , 它 是 由 未 知 数 的 近似 值 和 观测 值 通过 线 
性 函数 的 计算 而 得 。 

3) 根据 误差 方程 式 系数 和 自由 项 组 成 法 方程, 法 方程 的 个 数 等 于 未 知 数 的 个 
数 , 且 其 系数 阵 为 对 称 阵 。 

4) 解 算法 方程 组 , 求 出 未 知 数 的 解 向 量 。 

5) 将 未 知 数 的 解 代入 误差 方程 式 , 求 得 观测 值 改正 数 , 进而 求 得 观测 值 的 估 

. -1 值 。 

一 上 述 计算 步骤 , 可 通过 下 面 的 简单 的 例子 说 明 。 

?入 代 汶 --_，。 例 [3.1]: 如 图 3.5 所 示 ,在 测 站 O 上 对 1~4 号 点 方向 
< 观测 了 6 个 角度 , 其 结果 为 


ny 
\4 l1 = 48°17’°01” 12 = 96"52 19” 
图 3.5 13 = 152"54 10” 14 = 48"35 12” 
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ls = 104°37°07” 16 = 56"01 49” 
试 按 间 接 观 测 处 理 。 
解 :此 问题 的 观测 数 为 6, 可 列 出 6 个 观测 方程 ;必要 观测 数 为 3, 应 选 定 3 个 
未 知 数 ,不 妨 选 人 102, 人 2O3, L304 的 近似 值 改 正 数 为 未 知 数 6x1, Sr 6z3。 
则 


vi =6rit zl 
二 0 79 
v2 =6r1 + Sr2+ XI+ x2— /2 
间 
v3 =6r1 + Sr2+ Sr3+ XI + 72+ rz9— ls 
9 
v4 =6r2+ I2— 14 
半 9 + 79 
vs =6r2 + Sr3+ xz2+ xz3— ls 


ve =6z3+ zg—/ 
3+ x3 le 





为 计算 方便 , 令 未 知 数 的 近似 值 等 于 相应 的 三 个 角度 的 观测 值 ,有 
ZY = 0 = 48°17’01’, x = 44 = 48"3512,z9 = 16 = 56"01'49" 代入 上 式 后 ， 
得 


v1 =6x1 

v2 =6r1+6r2-6 

v3 =6r1+ rz2+6r3—8 
va =672 


vs =8r2+6r3—6 





ve =67x3 
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写成 矩阵 形式 ,为 


1 0 0 0 

1 1 0 -6 
x1 

| ek -8 

V= BX+U= dzr2|+ 

0 1 0 0 
Br3 

0 1 1 加 狠 

0 0 1 0 


假定 各 角度 为 相互 独立 的 等 精度 观测 值 , 并 权 阵 为 P= E, 则 法 方程 系数 及 常数 项 
为 


100 
1 1 0 
0 生计 
fs | 
B'PB=B'B=|011110 =|2 4 2 
0 1 0 
0 1 2 3 
二 
0 0 1 
—14 
BTPU = BIU = |-20 


解法 方程 , 得 


i 





dx1 2 1]7[114 
8r2|=- (BTB) BTU= |2 4 2| |20 
B73 123 
0.5 -0.25 0 14 
=|-0.25 0.5 -0.25||20|= |3 


0 -0.25 0.5 4114 2 
代入 误差 方程 式 中 , 得 观测 值 改 正 数 为 
v1=2,v2=-1,v3=-1 


v4=3,vs=-1,ve=2 


也 就 不 难得 观测 晤 的 估 值 (iL = 4 + vi) 结果 ,此 略 。 
三 、 精 度 评 定 


在 间接 观测 处 理 中 ,单位 权 中 误差 的 计算 按 下 式 , 即 


式 中 : n 为 观测 数 ;z 为 必要 观测 数 。 
对 上 例 来 讲 ,单位 权 中 误差 为 


(3.66) 


根据 第 二 章 第 三 节 中 的 内 容 可 知 , 欲求 未 知 数 或 未 知 数 函 数 的 精度 , 关键 是 求 
得 它们 相应 的 协 因数 。 不 难 证 明 , 在 间接 观测 处 理 中 , 未 知 数 的 协 因数 阵 Qxx 就 是 


法 方程 系数 阵 的 逆 阵 , 即 
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Q-，Q-。… Q-， 


Q-， Qz, Q-， 
QOxx = N = (3.67) 
QQ Qs 
由 于 
N = NT 
因此 
Qxx = Qxx 
即 有 
0. = 2. 二 天 放 (3.68) 


显然 ,在 (3.67) 式 中 , 主 对 角 线 上 的 元 素 即 为 各 未 知 数 的 权 倒 数 ;而 非 对 角 线 上 的 
元 素 , 则 称 为 未 知 数 的 相关 权 倒 数 。 
若 有 未 知 数 函数 为 y = fT6x ,根据 协 因数 传播 律 , 可 得 
Qw = 三 Oxxf (3.69) 
将 f= (fi,f2,…, 所 ) 以 及 (3.67) 式 中 的 Qxx 代入 上 式 并 展开 , 其 纯 量 形式 为 
Qw = 用 Qu +2PPQa+ 人 +217Qa + PBQx, + 2f2f3Q:,, + 


“+2f2f.Qs, + + fIQs, (3.70) 


由 上 述 可 见 , 在 间接 观测 处 理 中 , 未 知 数 的 协 因 数 阵 Qxx , 对 于 求 得 未 知 数 ， 
评定 未 知 数 或 未 知 数 函 数 的 精度 都 是 极为 重要 的 。 
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第 五 节 附 有 条 件 的 间接 观测 处 理 
在 第 三 章 第 四 节 中 已 指出 , 间接 观测 处 理 时 , 应 选择 足够 的 且 又 相互 独立 的 未 
知 数 。 但 在 某 些 观测 问题 中 , 由 于 情况 特殊 所 致 ,使 得 选 定 的 未 知 数 虽然 是 必要 


的 , 但 未 知 数 之 间 并 不 都 是 相互 独立 的 。 某 些 未 知 数 之 间 存 在 着 一 定 的 联系 , 经 处 
理 后 ,这 些 联系 条 件 也 应 得 到 满足 ,这 就 产生 了 附 有 条 件 的 间接 观测 。 


一 、 原 理 
在 第 三 章 第 一 节 中 讨论 过 , 如 果 对 某 观测 问题 所 选 参数 的 个 数 :< wi<n 时 ， 
也 就 是 说 , 在 未 知 数 之 间 存 在 (zi - 7) 个 线性 无 关 的 条 件 式 时 , 观测 的 误差 方程 式 
和 未 知 数 之 间 的 条 件 方程 式 , 经 线性 化 后 ,有 (3.17) 式 
V= BX+ 


B.SX+W=0 


现 根 据 最 小 二 乘 准 则 来 求 未 知 数 3X 和 改正 数 V。 为 此 , 按 求 条 件 极 值 的 方 
法 组 成 函数 


四 = VIPV+2KTCBSX+ W) (3.71) 
由 于 V 是 SX 的 函数 ,因此 ,应 使 @ 对 于 8X 的 偏 导数 为 零 , 即 


有 ,yr 
36 = 2Y 了 


3V 
a6x 


+2KTB。 = 2V'PBu + 2KTB。 = 0 
由 此 可 得 

BiPV +BIK = 0 (3.72) 
将 误差 方程 式 代 入 上 式 并 与 条 件 式 联 立 , 得 法 方程 组 , 即 


BIPB,SX + BIK + BIpU =0 
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B.SX+W=0 (3.73) 


则 (3.73) 式 可 简写 为 
NX+BLIK+W,=0 
(3.74) 


BSX+W=0 


NY + W,=0 (3.75) 


由 (3.74) 式 或 (3.75) 式 ,可 解 出 未 知 数 3X 及 K, 将 未 知 数 3X 的 解 向 量 再 代入 误 
莽 方 程式 , 可 求 出 观测 值 的 改正 数 V。 
精度 评定 时 ,单位 权 观测 的 中 误差 为 


Vipy 
项 5 二 证 (3.76) 


式 中 :” 为 观测 值 个 数 ;zi 为 选取 的 未 知 数 个 数 (大 于 必要 观测 数 );r 为 不 独立 的 
未 知 数 个 数 。 


二 、 示 例 


如 图 3.6 所 示 三 角 网 , A \E 为 已 知 点 , B、C、D 、F 为 待定 点 。 为 了 加 强 该 网 

的 精度 , 又 观测 了 BC 边 边 长 5 及 DC 边 方位 角 as, 且 它们 有 足够 的 精度 可 作为 

起 算数 据 。 若 该 网 选 定 了 所 有 待定 点 坐标 为 未 知 数 , 由 于 基线 6。 和 方位 角 a, 是 

不 需 加 改正 数 的 。 所 以 , 经 数据 处 理 后 的 B、C、D 点 坐标 ( Xp, Ys)、(Xc, Yc)、 
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(Xp, Yp) 应 满足 如 下 两 个 条 件 , 即 


b2 = V(Xc— Xp) + (Yc — Ye)’ 
(3.77) 





图 3.6 


又 如 图 3.7 所 示 独 立 测 边 网 , Pi 为 已 知 点 , PP; 边 方位 角 ciz 为 已 知 方位 角 ， 
忆 2 一 P6 为 待定 点 。 若 选 各 待定 点 坐标 为 未 知 数 。 则 P, 点 的 坐标 估 值 应 满足 如 
下 条 件 , 即 


a = arctan Ke =X! (3.78) 





再 如 图 3.8 所 示 的 部 分 单 导线 , P; 点 的 坐标 估 值 也 应 满足 (3.78) 式 。 
可 见 ,在 待定 点 上 存在 有 不 需 加 改正 数 的 固定 边 长 或 固定 方位 角 时 , 若 以 坐标 
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为 未 知 数 , 那么 固定 值 的 两 端点 未 知 数 之 间 就 不 独立 了 , 必须 要 满足 某 种 条 件 , 且 


每 有 一 个 不 独立 的 未 知 数 就 增加 一 个 条 件 。 
最 后 指出 , 附 有 条 件 的 间接 观测 处 理 还 可 用 来 解决 亏 秩 网 问题 或 监测 网 点 的 


统计 分 析 。 因 此 , 它 具 有 广泛 的 应 用 。 


BE 





a 


图 3.8 


第 六 节 ”数字 化 数据 的 基本 平 差 模 型 


数字 化 数据 可 以 认为 是 一 系列 观测 值 。 主 要 来 源 于 全 野外 数据 采集 。 运 感 或 
航 摄像 片 以 及 对 原 有 地 形 图 数字 化 得 到 。 

假设 (zi,y)(i = 1,2,…,m) 为 地 物 点 的 数字 化 坐标 观测 值 , 相应 的 平 差 值 
( 估 值 ) 和 改正 数 为 (2 六 ) 和 (ve，wy )， 且 有 


Zi= Ti + vs, 
(f= 2°, %) (3.79) 
Yi = Yi + vy, 
一 、 直 角 与 直线 模型 


如 图 3.9 所 示 ,A\i 7 3 点 构成 一 个 特定 的 已 知 角 B4。 由 于 任意 一 个 角度 都 

是 由 两 个 方向 构成 的 , 若 令 au au 分别 表示 局 和 三 方向 的 方位 角 值 , 则 存在 如 下 
/ 条 件 

aa = (3.80) 


大 由 于 


au = arctan = 交 ， 2 = aeran 站 一 妆 (3.81) 
kk 


82. 





按 泰 勒 级 数 展开 , 取 至 一 次 项 , 得 
au = au + say ay = ay + ay 
式 中 :au 和 是 用 观测 值 计 算 的 方位 角 值 。 当 注意 到 
| = (zi -zt2+(w-)2 = Ar 和 +Ao 


= 5 7) + yy) = Azh + Ay% 





时 ,不 难 导出 
Am Am Ays Azxgy 
Bow = 2。。，_ Azu。 AE, Ak 
es 
Ayy Az Ayw Arzi 
bay = 2 un 一 一 Uy, 2 Vr 十 2 vy 
5 三 村 
若 令 
Ax sinaki 
br 三， 人 
Sk Shi 
by = SARs -casau 
Ski Ski 
同 理 
_ Am _ sinay 
ri 
5 站 
__Azy cosau 
本 = 





至 此 ,将 (3.82)、(3.84) 和 (3.85) 式 代入 (3.80) 式 ,得 


(3.82) 


(3.83) 


(3.84) 


(3.85) 
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ay ar) vs, + (by — bi) vy, + apvs, + brivy, 一 


aun 一 bvy + we = 0 (3.86) 


式 中 : wh = (ao -~ au) - BS 
容易 理解 , (3.86) 式 中 的 自由 项 w 是 以 弧度 单位 出 现 的 ,车 以 角 秒 为 单位 , 则 


相应 (3.85) 式 的 等 号 右 端 都 要 乘 以 p” = 206 265。 当 B= 于 (或 其) 时 , (3.86) 式 


表示 的 是 直角 条 件 ; 当 B$ = x 时 , (3.86) 式 表示 的 就 是 直线 条 件 。 

直角 房屋 以 及 部 分 直角 的 情形 在 地 图 数字 化 工作 中 相当 普遍 , 也 是 规则 地 物 
中 的 典型 情况 。 对 直角 房屋 的 每 一 个 直角 , 可 仿 (3.86) 式 列 出 条 件 方程 ,如 图 3.10 
所 示 房 屋 , 有 6 个 墙角 点 ,坐标 观测 数 ”= 12, 必要 观测 数 + = 7, 则 > = 12 - 7, 可 


列 出 5 个 条 件 方程 ,对 于 第 5 个 角 ,显然 及 ,= 3。 
一 般 说 来 , 对 于 一 个 有 N 个 顶点 的 直角 形 房屋 , 其 观测 
数 ”= 2N, 必要 观测 数 : = N + 1, 而 多 余 观测 数 > = N - 
1, 即 可 列 出 N -1 个 条 件 方程 
二 、 平 行 线 模型 


对 于 平行 的 道路 边线 ,桥梁 等 , 存在 以 下 条 件 , 如 图 3.11 
图 3.10 所 示 


ai -au =0 (3.87) 


式 中 ,6&5 和 4 的 意义 同 (3.81) 式 相 一 致 。 仿 (3.86) 式 推 证 / 
过 程 ,经 整理 , 得 条 件 式 i 
2 a 


Quvr, + buvy, + w=0 (3.88) 


式 中 ， 





ay = BR 
5 
Sinal Cosa, 
au = Ke, bw =— (3.89) 
Skt Sk 


/Whi / 内 二 水 
Ww = oj — ak = arctan + 一 arctan 
zt 一 Zh 


不 难 理解 , (3.88) 式 中 的 自由 项 也 与 (3.86) 式 中 的 自由 项 同性 , 可 以 弧度 为 单位 计 
算 ; 也 可 以 角 秒 为 单位 计算 , 若 取 后 者 时 , 相应 地 (3.89) 式 中 的 a、b 系数 值 要 乘 以 
P。 

当 平行 线 上 有 多 个 点 时 , 可 以 列 出 几 个 直线 条 件 和 一 个 平行 条 件 。 


三 、 距 离 模型 


设 i\j 两 点 间 的 距离 为 给 定 值 5;, 则 存在 下 列 条 件 : 


Vz -zi) +(y%-%) -Ss=0 (3.90) 
经 线性 化 后 ,得 
caoa + dyvy - cyvs, ~ divy, + w =0 (3.91) 
式 中 ， 
Arz， 
Cy 三 一 =- Cosas 
全 
ER = Aya i (3.92) 
5 
w= 5 Ss 
由 于 


— ch dy =— dj (3.93) 
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于 是 , (3.91) 式 又 可 写 为 


Cima + divy, + Civs, + divy, + w = 0 (3.94) 
四 、 面 积 模型 
如 图 3.12 所 示 的 封闭 多 边 形 , 其 顶点 为 Pi(i = 1,2,…, n), 面 积 为 给 定 值 A， 
RB) 
昼 a 
Rp 及 
图 3.12 
则 存在 如 下 条 件 : 
Dn -3D-A = (3.95) 
et 


式 中 :P, = Po;P,+1= Pi。 经 线性 化 后 ,得 

Daw, + Dow, +w=0 (3.96) 
式 中 : 

一 Dyin 一 iD 


b= (i zi) (3.97) 


六 二 pA 一 3-D -A 
名 


Ss 





车 多 边 形 中 含有 圆 弧 , 如 图 3.13 所 示 , 在 PiP: 边 处 有 一 外 凸 的 圆 弧 ,在 P; 点 处 ， 
有 一 个 外 四 的 圆 弧 , 则 存在 如 下 条 件 : 


sn- - A = 
FDaSn + D+ sing) -A=0 
Er 


i 





(3.98) 
» 
图 3.13 
经 线性 化 后 ,得 
Sie 六 p37 十 立 土 Ri(aj — sina;)8R; + 
和 名 名 
DlRNL- cosa)am+w=0 (3.99) 
名 
式 中 : Ri 为 第 j 个 圆 弧 的 半径 ;aj 为 圆 弧 的 圆心 角 。 
Qi = 0.5(yr1 一 Di =0.5(zi-l 一 iD 
(3.100) 


和 mR 
w= pA -yA)+ DD) +i(a— sina) — A。 
全 了 


顺便 指出 , (3.98) 式 第 二 项 中 的 +” 号, 相对 于 封闭 多 边 形 , 当 圆 弧 是 外 凸 时 取 
“+ "号 ; 当 圆 绝 外 止 时 取 “- "号 。 


五 、 圆 曲线 条 件 


如 图 3. 14 所 示 圆 曲线 ,其 中 R 为 图 曲线 半径 , (zo, yo) 是 圆心 坐标 。 
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如 果 在 圆 曲线 上 数字 化 点 N 之 3, 则 对 每 个 点 都 可 以 
列 出 以 下 条 件 


(zi— zo)? + (9 — y0)* = R? (3.101) 
《Cxo ,为 ) 


若 将 (zo, yo) 和 R 作为 未 知 参数 , 对 上 式 经 线性 化 后 , 得 


图 3.14 
Arzumr + Ayoivy, — Arui3zo — Ayuiayo — RPSR+w=0 


(3.102) 
式 中 : wx 、v 为 圆 曲线 上 数字 化 点 的 坐标 改正 数 ;8z0, 8yo 为 圆心 点 坐标 改正 数 ; 
SR 为 圆 曲线 半径 R 的 改正 数 ;不 难看 出 ,各 项 系数 均 为 圆 曲线 上 数字 化 点 的 近似 


坐标 与 圆心 点 近似 坐标 之 差 值 和 近似 半径 R" 的 计算 值 。 条 件 方程 中 的 常数 项 
(自由 项 ) 为 


Pg PE 02 
-+ 0 


六 、 道 路 曲线 的 误差 方程 


道路 曲线 是 由 直线 和 规则 曲线 组 成 ,有 严格 的 数学 模型 。 若 采用 间接 观测 方 
法 建立 平 差 模型 , 则 有 


1. 直线 段 的 误 状 方程 


设 (zi,y) (i 一 1,2,…, ) 为 数字 化 观测 值 ,其 相应 的 平 差 值 为 (,, 3 ), 改 正 
数 为 (us， ww )。 直 线段 的 估 值 方程 为 


y= hr+t+k, (3.104) 

取 坐 标 x; 和 系数 有 2 为 来 知 数 ,并 令 
Y= y+ R= kth 
| (3.105) 


工 = zi+Bri， ,=k,+ dk 





则 直线 段 数字 化 点 的 误差 方程 为 


vr, = zx; — (Xi — Xi) 
wy, = Airi+ zBk1 + Bk2 — (yi — 0) 


式 中 : 


史 =14z9+ 忆 


2. 圆 曲 线段 的 误差 方程 
圆 曲 线 方程 (3.101) 式 写成 参数 方程 形式 , 有 


| 


Ra 


取 圆 心 坐 标 (zo, yo)、 半 径 R 和 9 作为 未 知 数 ,并 令 


ee f = Ro+ SR 


yo = 中 + dyo 


则 圆 曲 线段 数字 化 点 的 误差 方程 为 


vr = Sro 


0 dP: 


+ cosy05R - Rosing? 


9 = 80+89 


- (zi — zx) 


d. 
ty = Byo + sing95R + Rocosg? - (y — 9) 


式 中 :p=206 265, 且 


19 = z8 + Rocosg® 


y= y+ R'sing® 


| 


(3.106) 


(3.107) 


(3.108) 


(3.109) 


(3.110) 





3. 缓和 曲线 段 的 误差 方程 


如 图 3.15 所 示 , 以 缓和 曲线 起 点 (直线 段 与 缓和 曲线 交点 ZH)B 为 局 部 坐标 
系 原点 ,以 该 点 的 切线 方向 为 横 轴 , 以 其 法 线 方向 为 纵 轴 , 构成 zBy 坐标 系 。 在 此 
局 部 坐标 系 中 ,缓和 曲线 段 有 如 下 参数 方程 : 


BB BP,.. 
= 4(1 -10 +216 ~ 9360 + *) 
(3.111) 


- 辟 0 -有 关 -) 
14 


440 25 200 + 


式 中 :4 为 B 点 到 i 点 的 曲线 长 度 ;pB; 为 缓和 曲线 上 i 点 的 转折 角 , 也 就 是 i 点 处 
切线 在 zBy 坐标 系 中 的 方位 角 。 





图 3.15 


设 4o 为 缓和 曲线 的 总 长 , R 为 缓和 曲线 终点 处 圆 曲线 的 半径 , 则 B 与 1;, 有 如 
下 关系 : 


Z2 
Bi = 3Rio 
(3.112) 
-Lo 
po = 2R 


式 中 :po 表示 缓和 曲线 终点 的 转折 角 。 将 (3.112) 式 代入 (3.111) 式 中 ,有 





训 [ 轩 13 
Ti 三 w 


= 1 -一 二 -上 + i 
全 40R21 + 3456R'L 





加 好 已 1 
Y= 6RIo 336R31d * 42240R51 一 








对 上 式微 分 ,得 


dx; = cos(BY)dli + azRdR + an,dlo 
dy = sin(BY)dl; + aoRdR + aydlo 


式 中 : 


g 9 
i UU 


“sR 7 20R318 864R51§ 





2 0 
E+ 
WR 6R210 112R'1E 8448R°LS 








aa = 人 ， ay = Lo 
缓和 曲线 局 部 坐标 系 ZBy 与 大 地 坐标 系 zoy 之 间 的 转换 矩阵 为 


中 人 


sina sin(a +C 3) 


(3.113) 


(3.114) 


(03.115) 


(3.116) 


式 中 :a 为 直 缓 点 B 处 切线 的 方位 角 , 也 就 是 直线 段 的 方位 角 ; (zp, yB ) 为 直 缓 点 
B 在 大 地 坐标 系 中 的 坐标 ; C 为 缓和 曲线 偏转 参数 (C = 1 时 表示 右 偏 ;C= -1 时 


表示 左 偏 )。 式 中 的 a 与 (za, ys) 的 关系 为 


ki = tana | 
yp = kizxp + k2 


(3.117) 


“9 





对 上 式微 分 ,得 


60 
i pcosza 





(3.118) 


dys = ASza + zhOk1 + Ok2 
则 缓和 曲线 段 数字 化 点 的 误差 方程 为 
vs, = HZB + cos(a® — BY)dli + amdk1 + azRdR + andlo — (zi — | 


vy, = dyp + sin(a® — PY)dl; + aydki + axdR + a dlo — (y; - 9) 








(3.119) 
式 中 : 
aa = (— ZYsina® — ycosc0)cosza0 
(3.120) 
ax = (cosa9 — ysina0)cosza0 
QR an, cosa® ~ sinao] [aa a 
(3.121) 
aR ay sina0 cosa0 a ay, 
顺便 指示 , 当 平 差 多 个 道路 曲线 时 ,其 单位 权 中 误差 的 估 值 为 
(3.122) 





式 中 : M 为 平 差 的 道路 曲线 条 数 ; mi 1; 为 第 i 条 曲线 的 数字 化 总 点 数 和 必要 观测 
数 。 
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第 七 节 ”数字 化 数据 的 分 级 平 差 概念 


在 数字 化 的 实际 工作 中 , 为 了 实现 对 图 形 的 几何 纠正 , 不 仅 要 处 理 单个 独立 的 
直角 房屋 ` 平 行 线 和 直线 ,而 且 更 为 普遍 的 情况 是 对 复杂 地 物 的 处 理 , 正确 地 反映 
地 物 间 的 相互 关系 。 为 了 解决 这 种 多 条 件 的 混合 问题 , 可 以 借用 “分 级 控制 、 逐 级 
平 差 " 的 思想 。 





一 、 数 字 化 数据 的 分 级 平 差 原 则 


如 图 3.16 所 示 , 直角 房屋 A、B、C 邻接 在 一 起 , 它们 之 间 是 相关 的 ,有 公共 点 
和 公共 边 存在 。 若 将 房屋 A、B、C 的 顶点 集 分 别 记 为 A = 11,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8|， 
B=|13,4,9,10|, C=19,10,11,12,13,14,15|。 显 然 有 :ANnB=13,4|,BNC= 
19, 101。 对 于 这 类 有 公共 点 和 公共 边 的 图 形 ,通常 采用 下 述 两 种 方法 处 理 : 





图 3.16 

1) 采用 分 别处 理 的 方法 , 即 对 A、B、C 分 别 列 出 上 述 条 件 方程 , 然后 组 成 法 
方程 求解 , 但 由 于 图 形 之 间 的 相关 性 , 结果 会 导致 原 A、B 间 公共 点 3.4 和 B、C 
之 间 公共 点 9、10 不 再 是 公共 顶点 ,由 3, 4 点 和 9, 10 点 构成 的 两 条 边 在 原 位 置 处 
可 能 会 发 生 交 错 或 分 离 ,并且 2,3,4,5 四 点 之 间 和 9, 10, 15 三 点 之 间 的 共 线 关系 
全 到 破坏 ,将 出 现 图 形 的 混乱 , 达 不 到 数据 处 理 后 既 提 高 图 形 质量 又 保持 图 形 间 应 
有 的 几何 关系 的 目的 。 

2) 采用 顺序 平 差 的 方法 , 即 按 某 种 顺序 对 成 片 房屋 中 的 各 个 直角 房屋 进行 处 
理 ,并 以 每 次 平 差 后 的 坐标 作为 已 知 点 参与 下 一 个 直角 房屋 的 纠正 。 仍 以 图 3.16 
为 例 , 按 A, B,C 的 顺序 对 这 三 个 房屋 进行 平 差 , 其 结果 使 得 图 形 的 几何 条 件 和 图 
形 质量 得 到 了 保证 ,但 由 于 采用 顺序 平 差 处 理 , 会 导致 数字 化 数据 的 误差 逐次 积 
累 。 使 纠正 后 的 最 后 图 形 与 原 图 发 生 较 大 偏 移 。 

为 了 克服 上 述 方法 的 缺陷 ,可 以 借鉴 传统 测量 中 “ 先 控 制 后 细部 , 先 总 体 后 局 
部 ”的 原则 ,将 其 引入 到 地 图 数字 化 中 对 复杂 地 物 (如 成 片 构筑 物 ) 平 差 的 处 理 , 采 
用 分 级 控制 , 逐 级 平 差 的 方法 。 

对 于 较 简单 的 图 形 , 如 独立 地 物 等 , 当 需 要 考虑 的 条 件 方程 较 少时 , 不 必 分 级 ， 
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可 列 出 条 件 方程 后 统一 平 差 。 

对 于 较 复杂 的 图 形 可 分 为 两 级 。 首 先 以 成 片 房 屋 的 外 围 特征 点 作为 首 级 控制 
点 ,构成 一 个 闭合 路 线 , 列 出 条 件 方程 对 其 进行 平 差 处 理 , 将 平 差 后 的 坐标 点 作为 
下 一 级 平 差 的 固定 点 , 然后 再 对 片 内 房屋 进行 平 差 处 理 。 

对 于 特别 复杂 的 图 形 可 分 为 三 级 。 在 对 外 围 特征 点 作为 首 级 控制 点 平 差 后 ， 
以 这 些 经 处 理 后 的 控制 点 作为 起 终点 ,构成 数 条 附 合 路 线 ,对 其 进行 平 差 ; 然 后 将 
区 域 青 次 划分 ,将 平 差 后 的 坐标 点 也 作为 固定 点 对 区 域内 的 构筑 物 进行 几何 纠正 。 





二 、 分 级 平 差 的 条 件 方 程 与 求解 


分 级 平 差 时 , 是 将 上 一 级 平 差 后 的 坐标 点 作为 固定 点 ,此 时 相应 点 在 条 件 式 中 
的 未 知 数 等 于 零 。 例 如 , 建立 (3.86) 式 或 (3.88) 式 所 列 的 条 件 方程 时 , 应 在 式 中 去 
掉 与 固定 点 有 关 的 项 , 将 它们 并 入 常数 项 。 假 定 在 (3.86) 式 中 上 为 固定 点 , 则 条 
件 方程 变 为 


aon + boy — ayos, ~ buy + wh = 0 (3.123) 
式 中 : 
站 二 妾 - arctan 站 一生 ) -0 
wh (Caretan en E30 (3.124) 


式 中 :(z, 34) 为 上 一 级 平 差 得 到 的 坐标 值 , 这 里 没有 考虑 固定 点 的 误差 。 如 果 考 
处 固定 点 的 误差 ,也 可 以 类 似 地 列 出 条 件 方程 。 在 每 个 选 定 的 范围 内 ,将 所 列 各 种 
条 件 联合 组 成 条 件 方程 


AV+W=0 (3.125) 
按 着 条 件 观 测 处 理 的 方法 , 得 
下 = 一 (44T)-1W 
| (3.126) 
下 = 工 +4TK 


其 平 差 值 上 的 协 因数 阵 Qz 和 方差 阵 Dr 的 计算 式 为 
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0 = 2-04I4047 2140 
(3.127) 


Di = siQ7 
式 中 :Q =P 1!;@ 为 观测 值 的 协 因 数 阵 ;P 为 L 的 权 阵 。 一 般 认为 ,数字 化 各 点 的 
坐标 观测 值 是 独立 和 等 精度 的 ,所 以 CQ = P-!= EE( 为 单位 矩阵 )。 
对 一 幅 数 字 化 地 图 , 由 下 式 即 可 从 总 体 上 评定 数字 化 成 果 的 精度 和 质量 
六 > VJPiV， 
名 去 





50 = 土 (3.128) 


式 中 : M 为 参加 平 差 的 地 物 类 别 数 ;mj(j = 1,2,…, M ) 为 参加 平 差 的 各 类 地 物 个 
数 ;ri 为 条 件 方程 数 。 


第 八 节 ”误差 方程 式 在 平面 网 中 的 特点 


由 第 三 章 第 六 节 中 的 内 容 可 知 , 如果 平面 控制 网 (例如 三 角 网 , 边 网 或 导线 网 ) 
选取 的 观测 元 素 是 角度 或 边 长 , 当 采 用 间接 观测 处 理 时, (3.86) 和 (3.94) 两 式 


(ap — an) vs, + (by — Bhi) vy, + aumz + bkivy, 一 auvn — byvy + we = 0 


cv + doy, — cyvs — divy + w = 0 


改写 成 误差 方程 式 的 形式 ,有 
角度 误差 方程 式 


哆 = (oa 一 an)aze+ (by — bi)dye — aydz; — bady; + 
akBri + budy; + 全 (3.129) 
式 中 : 
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此 = (ag 一 au) 一 有 


(3.130) 
= 用 - 朋 
边 长 误差 方程 式 
vs 一 cu8zk + du8yks — cupzri — dudy; + li (3.131) 
式 中 : 
l=sw-Su= 坟 -SR (3.132) 


显而易见 , (3.129) 与 (3.131) 两 式 中 都 是 以 控制 点 的 坐标 改正 数 为 未 知 数 的 。 下 
面 分 别 讨论 这 二 类 误差 方程 式 的 特点 。 


一 、 角 度 误 差 方程 式 的 特点 


(3.129) 式 所 表达 的 角度 误差 方程 式 实际 上 是 由 两 个 方向 误差 方程 式 内 与 ww 
合成 (内 = ww -vii) 而 来 的 。 式 中 的 方向 系数 (以 有 方向 为 例 ) 





Ai _ sinag 
Qi 一 
Sk Ski 
(3.133) 
Azi Cosa, 
bu =- = 这 
Sa Ski 


式 中 :Aru Ay aw 及 si 分 别 是 点 两 点 之 间 的 近似 坐标 增 量 ,近似 方位 角 以 及 近 
似 边 长 。 

考虑 到 (3.129) 式 的 左 端 角度 改正 数 性 通常 是 以 角 秒 为 单位 ,为 了 与 等 式 右 
端 相 匹配 ,各 方向 系数 均 应 乘 以 p=206 265; 有 时 为 限制 方向 系数 的 数值 过 大 , 也 
常 取 si 以 km 为 单位 ,坐标 改正 数 8 、8y 以 dm 为 单位 ,此 时 的 方向 系数 又 可 写 为 


_ p'sinag 
WS 104 ss 


(3.134) 





由 第 三 章 第 六 节 中 的 图 3.9 可 知 , (3. 86) 式 表达 的 是 以 点 为 测 站 点 , 分别 
以 i\j 为 照 准 方向 的 角度 误差 方程 式 , 并且 认 为 此 时 的 i、j3 点 均 为 待定 点 (未 
知 点 )。 特 殊 情况 下 , 当 &\i、j3 点 中 的 某 一 点 (或 两 点 或 全 部 ) 为 固定 点 (已 知 点 ) 
时 ,由 于 与 其 相应 的 坐标 改正 数 sz = 8y = 0, 因 此 (3.129) 式 中 的 相应 项 就 可 以 省 

略 了 。 假 如 测 站 A 为 固定 点 , 照 准点 i、) 为 待定 点 , 则 (3.129) 式 可 以 写 为 
= aydr; 一 bsy + andr; + bnsyi + LU, (3.135) 

同 理 , 当 测 站 为 待定 点 , 照 准 点 i、j 分 别 为 固定 点 时 , 则 相应 地 分 别 有 
眙 = ay an)dre + (by — ba)dyk 一 au8zi — bydy; + 

(3.136) 


咯 = ay -an)dre + (by — bhi)dyk + andri + Oudy: + th 


顺便 指出 ,由 名、j 及 i 3 点 构成 的 三 角形 , 三 个 角度 误差 方程 式 的 常数 项 之 和 
应 为 


此 二 雇 二 遍 = 一 w (3.137) 


式 中 :w 为 该 三 角形 的 角度 闭合 差 。 依 此 式 可 对 角度 误差 方程 式 的 常数 项 进行 是 
否 正确 性 检 核 。 


二 、 边 长 误差 方程 式 的 特点 


(3.94) 式 所 表达 的 边 长 误差 方程 式 是 以 直接 观测 边 长 作为 估计 量 , 以 上 、i 两 
点 的 坐标 改正 数 为 未 知 数 推导 出 来 的 。 式 中 的 系数 





(3.138) 


式 中 :au 是 占 方向 的 近似 方位 角 。 显 然 , 有 


< 爵 。 





Ci 三 一 Cw 
(3.139) 


在 特殊 情况 下 , 当 A 为 固定 点 、i 为 待定 点 时 , (3.131) 式 可 以 写 为 


vs =— cudr; — dudy: + Lk (3.140) 


加 


反之 , 则 可 写 为 


vs = cu8zrk + dudye + ls (3.141) 


当 \i 篆 为 固定 点 时 , 则 有 


ve = ls (3.142) 


四 


对 于 前 面 讨论 的 角度 误差 方程 式 , 当 Ai\j3 点 皆 为 固定 点 时 , 也 有 与 上 式 相 
类 似 的 表述 , 即 


畴 = 竹 (3.143) 


D C (3.142) 式 与 (3.143) 式 并 不 涉及 到 未 知 数 , 它 与 解 算 未 
知 数 也 就 无 关 , 但 它 应 参与 精度 计算 。 
下 面 结合 图 3.17 所 示 的 测 边 网 来 进一步 说 明 边 长 误差 


方程 式 在 组 成 时 的 注意 事项 。 
中 1) 网 中 误差 方程 式 的 个 数 应 等 于 观测 边 的 总 数 , 该 网 应 
列 出 9 个 边 长 误差 方程 式 。 
2) 待定 点 p, 和 p, 之 间 的 边 长 误差 方程 式 中 含 5 项 , 其 
8 中 有 4 个 未 知 数 项 及 1 个 常数 项 ;待定 点 与 固定 点 间 的 边 长 


(如 Ap1) 误 差 方程 式 中 含 3 项 , 其 中 有 2 个 未 知 数 项 及 1 个 党 
图 3.27 数 项 。 在 这 些 方程 式 中 , 同名 未 知 数 前 的 系数 , 其 绝对 值 相 
等 符号 相反 ;不 同名 未 知 数 前 的 系数 , 其 平方 和 等 于 1。 
3) 凡 用 来 计算 待定 点 近似 坐标 的 这 些 边 长 ( 称 其 为 必要 观测 边 ,图 中 画 * 号 
边 ) 的 误差 方程 式 常数 项 必 等 于 零 , 其 他 边 ( 称 其 为 多 余 观测 边 ) 的 误差 方程 式 常数 
项 一 般 不 等 于 零 。 
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最 后 , 不 加 证 明 地 在 这 里 直接 给 出 利用 边 长 计算 待定 点 坐标 的 公式 : 


Xx3 = I1+ Arl3 
(3.144) 
23 = y+ Ay9 
式 中 : 
Ar = AArlz + BAy12 
(3.145) 
Ay13 = AAy12 - BAziz 
其 中 : 
二 (| S23 2] 
A i Ts (52) 
(3.146) 


在 使 用 以 上 公式 时 , 三 角形 顶点 始终 要 从 起 算 点 开始 , 按 逆 时 针 方 向 编号 , 见 图 
3.18 所 示 。 


6 
二 
DA 4 8 
图 3.18 图 3.19 


思考 题 与 习题 


1. 客观 世界 中 , 变量 之 间 的 关系 是 如 何 大 致 分 类 的 ? 通常 情况 下 , 为 求 母体 参 
数 的 估 值 ,要 通过 哪 三 个 步骤 ? 
2. 为 什么 说 公式 AV + B8X + Wu = 0 具有 常用 的 几 种 数学 模型 的 通 式 含 
义 ? 
99. 





3. 请 用 条 件 观测 处 理 的 方法 ,证 明 单一 三 角形 闭合 差 平 均 分 配 法 则 的 正确 
性 。 

4. 如 图 3.19 所 示 , 同 精度 观测 了 a、B、Y 和 8 角 , 试 按 条 件 观 测 处 理 导出 > 
角 的 最 或 然 值 ( 估 值 )。 

5. 如 图 3.20 所 示 , A 为 已 知 点 ，p;(j = 1,2,…,5) 为 待定 点 , 假定 各 路 线 观 
测 高 差 h,(i=1,2,…,9) 均 为 等 精度 观测 值 , 请 列 出 条 件 式 并 组 成 法 方程 式 。 你 
认为 该 水 准 网 的 布设 有 何 缺 陷 ? 

6. 如 图 3.21 所 示 平 面 网 ,观测 了 全 部 内 角 , 请 问 : 

1) 条 件 式 的 个 数 是 多 少 ? 

2) 说 出 具体 的 条 件 式 种 类 及 其 个 数 。 





图 3.20 图 3.21 

7. 如 图 3.22 所 示 平 面 网 , 观测 了 7 个 内 角 , 请 列 出 全 部 的 条 件 方程 式 。 

8. 间接 观测 处 理 时 , 其 法 方程 式 与 条 件 观 测 处 理 时 的 法 方程 式 有 什么 区 别 ? 

9. 如 何 计算 出 误差 方程 式 的 各 系数 以 及 常数 项 的 数值 ? 

10. 请 用 间接 观测 处 理 的 方法 证 明 单一 三 角形 闭合 差 平均 分 配 法 则 的 正确 性 。 

11. 为 什么 说 “必要 观测 边 "的 误差 方程 式 中 的 常数 项 必 等 于 零 , 而 “多 余 观 测 
边 "的 误差 方程 式 中 的 常数 项 一 般 不 等 于 零 ? 

12. 如 图 3.23 所 示 , 1.2 为 已 知 点 ,3 为 待定 点 ,在 1 点 上 观测 了 边 长 sa 和 和 角 
度 8, 请 列 出 边 长 和 角度 观测 值 的 误差 方程 式 , 待定 点 的 平面 位 置 可 以 被 确定 吗 ? 
是 否 有 可 靠 性 ? 





图 3.22 图 3.23 


13. 如 图 3.24 所 示 前 交 定 点 , 在 已 知 点 1.2、3 上 观测 了 4 个 角度 ,待定 点 号 
为 4。 请 列 出 角度 观测 的 误差 方程 式 并 组 成 法 方程 式 。 
100 . 








图 3.24 图 3.25 


14. 如 图 3.25 所 示 直 角 公 ABC, 已 知 边 长 sasg = 100. 000m, 观测 边 长 1， = 
115.470m, 观测 角 / = 29"59'55“, 假 设 观测 值 的 中 误差 分 别 为 mi = + Smm, mi, 
= 土 4, 试 按 间 接 观测 处 理 求 出 hgc 的 估 值 。 

15. 设 有 误差 方程 式 为 


若 观测 的 权 阵 P= E, 假定 单位 权 中 误差 co = 1, 求 未 知 数 zx、 改正 数 v3 以 及 估 值 
区 = 工 +YV 的 精度 。 

16. 试 证 明 在 间接 观测 处 理 中 , 未 知 数 向 量 3X 与 改正 数 向 量 V 之 间 是 互 不 
相关 的 。 

17. 若 对 某 一 问题 按 条 件 观 测 处 理 , 则 有 条 件 方程 式 为 


vit+v2+v3+8=0 
vetvs+ve-9=0 
vit+vs+7=0 


1.8v2—0.3v3+vs-v—-5=0 


试 求 按 间 接 观 测 处 理 时 的 误差 方程 式 。 

18. 如 图 3.26 所 示 水 准 网 , A 点 高 程 为 HA = 5.000m, 各 段 高 差 均 为 等 精度 
观测 值 且 分 别 为 hi = 1.215, ha = 2.068, h3= - 0.850, h4=2.759, js=1.903， 
Ah6=0.861,Ah7= -2.760( 单 位 均 为 m)。 若 取 待定 点 4 的 高 程 为 未 知 数 X, 其 相 
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应 的 近似 值 X" = 9.830, 试 按 附 有 未 知 数 的 条 件 观 测 处 理 : 

1) 列 出 条 件 方程 并 组 成 法 方程 ; 

2) 求 最 弱点 4 的 高 程 估 值 的 协 因数 。 

19. 如 图 3.27 所 示 单 三 角形 , 三 内 角 均 为 等 精度 观测 值 且 分 别 为 : 4 = 
61°20'11.3”, /2=78"08’21.9”, 13 = 40"31 28.4”。 若 选取 了 三 内 角 的 估 值 L; 为 未 
知 数 Xi(i = 1,2,3), 试 按 附 有 条 件 的 间接 观测 处 理 方法 , 求 定 各 角度 估 值 及 观测 
值 的 改正 数 。 





Ad ba 


图 3.26 图 3.27 
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第 四 章法 方程 组 的 解 
算 与 共 他 现 测 问 题 
第 一 节 ”法 方程 组 的 解 算 


在 对 观测 数据 处 理 时 , 当 条 件 式 或 误差 方程 式 的 最 终 形式 列 出 之 后 , 下 一 个 计 
算 步 又 就 是 根据 实际 的 观测 问题 , 按 (3.30) 式 (3.47) 式 (3.63) 式 及 (3.73) 式 中 
的 之 一 组 成 法 方程 。 

法 方程 的 特点 是 , 其 系数 矩阵 N 中 的 各 个 元 素 总 是 按 着 一 定 规律 排列 的 。 每 个 
法 方程 的 系数 阵 都 是 对 称 止 定 矩阵 。 亦 即 N = NT, detN 三 0 且 一 般 地 detN 天 0。 

法 方程 的 解 算 方法 有 许多 ,大体 上 可 分 为 直接 解法 和 适 代 解法 两 种 不 同 的 类 别 。 

直接 法 就 是 经 过 有 限 的 约 化 步骤 之 后 , 在 理论 上 能 够 达到 准确 解 的 方法 。 但 
在 实际 运算 中 通常 不 可 避免 有 舍 入 误差 , 因此, 其 所 得 的 结果 仍 是 近似 的 。 直 接 法 
的 工作 量 较 省 , 系数 矩阵 的 维 数 一 般 也 不 宜 过 大 , 而 且 个 别 环节 出 错 将 会 影响 全 
局 , 故 每 步 计算 的 正确 性 要 求 较 严 。 

迭代 法 就 是 按 一 定 的 迭代 方式 , 从 某 初始 值 出 发 , 逐次 吾 近 真 解 的 方法 。 通 常 
用 迭代 趋向 于 真 解 是 一 个 极限 过 程 , 虽然 法 方程 系数 矩阵 是 一 个 对 称 正 定 阵 , 迭代 
过 程 的 收敛 性 一 般 不 成 问题 , 但 迭代 法 的 运算 量 一 般 都 较 大 。 它 便于 程序 设计 ,有 
自动 校正 的 功能 ,迭代 过 程 中 能 将 运算 的 某 个 差错 自动 地 平整 校正 ,计算 结果 的 准 
确 度 比较 均匀 。 


一 、 高 斯 约 化 法 
高 斯 约 化 法 的 基本 思想 ,就 是 逐个 消去 未 知 数 。 现 以 3 个 未 知 数 为 例 ,以 矩阵 
形式 表达 的 法 方程 为 
[aa] [ab] [acl||™! [al] 
[ap] [6b6] [pc]|jzz|= | [2 (4.1) 


[ac] [ic] [cc]|lzs [«] 


* 03.* 


第 一 次 约 化 时 系 借用 第 一 式 对 第 二 第 三 两 式 消去 xi, 实际 是 对 法 方程 (4.1) 式 两 
边 都 左 乘 以 


1 0 0 





条 [aa] (4.2) 





得 出 结果 为 


[aa] [ab] [ac ]fz [al] 
0 [6:1] [bc :1)||z2|= |[6 .1] (4.3) 
0 [be:1] [cc 1] lzs [c 1] 


第 二 次 约 化 时 系 借用 第 二 个 约 化 方程 对 第 三 式 消去 zz, 实际 是 对 (4.3) 式 两 边 再 
左 乘 以 


1 0 0 
Me 元 (4.4) 
[bc :1] 
eh 


得 出 结果 为 


[aa] [ab] [ac] ||™i [ai] 
0 [站 .1] [Is :1]|lz2|= |[& 1 (4.5) 


0 0 [cc :2]J |zs [c +2] 





(4.5) 式 就 是 约 化 法 方程 式 的 最 后 结果 , 它 是 由 每 次 约 化 后 的 第 一 个 式 子 构成 。 依 
相反 的 顺序 经 过 回 代 过 程 即 可 求 得 各 未 知 数 的 解 。 显 然 , 当 未 知 数 的 个 数 增多 时 ， 
约 化 次 数 相应 地 增加 。 

如 果 把 上 述 法 方程 系数 阵 N 经 初等 变换 的 过 程 缩写 成 


M2MIN = 可 (4.6) 
式 中 : U 为 约 化 方程 (4.5) 式 中 的 系数 阵 。 那 么 ,应 有 
N = MI LIM2-IU = LU (4.7) 


可 见 ,法 方程 的 消 元 过 程 ， 在 矩阵 运算 中 是 将 法 方程 式 系数 矩阵 N 分 解 成 为 一 二 站 
下 三 角 和 矩阵 LL 与 一 个 上 三 角 抢 阵 届 的 乘积 。 也 就 是 


1 0 0 
[aa] [ab] [ac] 
ab 
N=LU=|laal 0 offo ro.1] to.1]| ce 
ac rbe:1 0 0 [cc .2] 
[aal [loi] 1 学 


对 于 一 般 的 n 阶 法 方程 组 NX = B, 按 LU 分 解法 可 写成 


LUX = B (4.9) 
若 令 

LY = 有 (4.10) 
则 

UX=Y (4.11) 


这 样 ,就 将 对 法 方程 的 求解 问题 转化 成 对 (4.10) 式 及 (4.11) 式 求解 的 问题 。 先 由 
(4.10) 式 解 出 Y, 再 由 (4.11) 式 解 出 X。 
如 果 采 用 电子 计算 机 计算 , 为 编制 程序 的 方便 , 可 将 (4.9) 式 中 各 矩阵 中 元 素 
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视 为 


mn3 


"3 
on 

0 aa22 
0 

0 


则 上 述 约 化 过 程 可 依次 按 & = 1,2,…, (n - 1) 计算 


回 代 过 程 为 
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mik 一 


= 4&， 


a (4-D) 


oe 


4) 





kl 
ma 


bt = iD — mibat-d) 


i=k+1l,k+2,..,n 


j=iit+l, m,n 


(4.12) 





(4.13) 





二 、 挝 代 法 


迁 代 计算 是 一 种 间接 解 算法 方程 式 的 方法 。 这 里 只 介绍 两 种 简单 的 迭代 法 ， 
即 雅 可 比 法 和 赛 得 尔 法 。 为 说 明 简 单 , 仍 使 用 3 个 未 知 数 的 法 方程 式 为 例 。 自 然 ， 
在 未 知 数 数目 增多 时 , 迭代 法 才 更 显 出 其 优越 性 。 


1. 雅 可 比 法 
设 有 3 个 未 知 数 的 法 方程 式 为 
[aa]z+[abjy+[ac]z-[a] =0 
[ap]z+[b]y+[bc]jz-[o] =0 (4.14) 
[ac]jz+[icly+[c]z-[c] =0 
首先 ,假定 z、y、z 的 初始 值 (近似 值 ) 为 xz、y(、z(。 利 用 第 一 式 计算 z 的 下 


次 近似 值 z“*0 ,使 用 的 是 > 9、z(9; 利 用 第 二 式 计算 yw*+5 ,使 用 的 是 xz 、 
xi 依次 类 推 ,因此 所 运算 的 式 子 是 


[aa]zc+b = - [6 ]y( — [ac]z'oO + [az] 
[ab]ytr0 =- [ab]zt) - [bc]z) +[2] (4.15) 
[cc]zDb =- [ac]zto - [bc]y® + [cL] 


用 矩阵 表示 时 , 设 
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0 0 0 [rae] 0 0 0 [ab] [ac] 
N= |las] 0 0l+|0 [ol 0|+|0 0 [Le] 


{ac] [ij 0 0 0 [cc] 0 0 0 
=L+D+L" (4.16) 


式 中 :D 为 对 角 阵 ; 工 为 下 三 角 和 矩阵 , 主 对 角 线 上 的 元 素 为 0。 
则 (4.15) 式 可 写 为 


DX(trD =-(L+L OX + 到 
式 中 : 
X=(r y z)T， B= ([al] [bl] [c])7 (4.17) 


把 本 次 迭代 结果 即 未 知 数 的 近似 值 z** 了 、y%*D、zt*D 再 代入 到 (4.15) 式 中 ， 
求 算 下 一 次 迭代 结果 ,周而复始 直至 X** 0 与 X‘*) 间 差别 小 于 某 预先 给 定 的 数值 
时 计算 终止 。 


2. 赛 得 尔 法 


这 种 迭代 方法 的 过 程 与 上 述 方法 相同 , 仅 只 是 在 代入 各 近似 值 时 , 凡是 在 上 一 
公式 中 已 求 得 的 新 近似 值 ,立即 引入 到 下 一 式 的 运算 中 , 这 不 仅 加 速 收敛 , 也 节省 
存储 单元 。 其 运算 公式 可 写 为 


[op]zt*0 = — [ab]y'® - [ac]z*) + [al] 
[66]y + =— [abJzr — [bcJ]z + [Ar (4.18) 
[cc]z +d) = - [acJz +d) — [bc]y td + [cl] 


用 矩阵 表示 时 , (4.18) 式 可 写 为 


DX =—- LX 一 工 TIX(CO +B (4.19) 
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(D + 工 )XCtD = 一 工 TXCO +B (4.20) 


一 般 地 讲 , 赛 得 尔 法 较 雅 可 比 法 选 代 收 敛 较 快 , 因为 赛 得 尔 和 迭代 及 时 地 利用 了 新 算 
出 的 趋 近 数值 。 但 也 指出 , 它 并 不 是 在 任何 情形 下 一 定 比 雅 可 比 法 有 利 。 


第 二 节 ，” 序 贯 观测 与 估计 
在 生产 实践 以 及 运用 实验 设计 的 时 候 , 有 时 会 出 现 这 样 的 情况 :额外 地 增加 或 
减少 了 一 个 或 多 个 观测 值 , 甚至 要 全 部 重新 观测 。 由 于 观测 纲要 或 初始 信息 的 变 
化 ,将 使 处 理 问题 的 结果 或 实验 设计 失去 原 有 的 平衡 。 如 果 将 这 种 情况 视 为 观测 
过 程 中 的 序 贯 性 , 那么 如 何 确定 估计 量 的 序 贯 形式 就 是 本 节 要 讨论 的 内 容 。 
由 第 三 章 第 一 节 中 所 述 可 知 ,为 了 估计 非 随机 向 量 X, 取 被 零 均 值 观测 误差 
污染 的 线性 观测 , 则 有 
L=BX+V (4.21) 
式 中 : 为 n 维 观测 向 量 ;X 为 : 维 参数 向 量 ;V 为 维 观测 误差 ;B 为 n x 1 维 信 


息 和 矩阵 。 
根据 参数 的 估计 准则 , 估计 量 廊 应 使 二 次 式 


0(X) = BB(L - BY)T. PL(L - BX) = min (4.22) 


显然 ,使 上 式 最 小 的 估计 量 是 最 小 二 乘 估 计量 , 即 有 


0( 久 Ls) < 0( 名 ) 


即 对 (4.22) 式 求 偏 导数 后 ,有 


B'Pi(L -BXs)=0 





因此 
Kis = (BTPIB)-1BTPI 工 


式 中 : PL 为 观测 值 的 权 阵 。 


(4.23) 


如 果 相 对 于 前 面 的 ( 旧 的 ) 又 得 到 一 组 关于 X 的 新 的 观测 , 不 妨 称 LN。 当 然 
可 以 重复 上 面 的 计算 , 从 而 得 到 名 Lsw。 如 果 用 旧 的 计算 来 简化 重复 计算 过 程 , 这 
是 可 能 的 。 实 际 上 ,这 种 假设 相当 于 对 待 估 参 数 赋 子 了 随机 性 。 将 旧 的 观测 及 计 
算 结果 作为 验 前 信息 , 使 附加 了 新 的 观测 之 后 的 计算 结果 , 较 前 一 次 计算 出 的 参数 


估 值 仅 附加 修正 。 
如 果 将 新 旧 观 测 放 在 一 起 并 分 别 写成 块 阵 形式 , 不 难 导出 


Ks = (No+ BRPNBN) -LI(B5PoLo + BRPNLN) 


式 中 ; No= B56PoBo, 各 符号 的 下 标 SO、N 分 别 表示 总 和 、\ 旧 的 、 新 的 。 
考虑 矩阵 反 演 公式 后 , (4.24) 式 可 写 为 


Xs = [E- No'BR(BNNo BN + PND)-LBN]No-1B5PoLo 


+ No 'BR[PN- (Pn! + BNNo !BR) BNNo BRPN]LN 


Xo = No BOPoLo | 
K = No 'BR(PN ! + BNNo!BR)! 
则 (4.25) 式 可 写 为 


贸 s = Yo+ K(Ln - BnXo) 


(4.24) 


(4.25) 


(4.26) 


(4.27) 


可 见 ,上 式 中 新 的 估 值 多 是 以 旧 的 估 值 义 o。 加 上 依赖 于 新 的 观测 LN 和 期 望 观 测 


BN 入 o 之 间 ( 或 然 ) 误 差 的 修正 而 得 到 的 。 


有 时 ,为 了 便于 某 种 计算 ,例如 评定 点 位 精度 或 简化 计算 , 这 里 不 加 证 明 地 给 出 : 


Ns = Qs= (BSPsBs) 
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Ns1= (No+ BRPNBN) 1 (4.28) 
也 可 

Ns = No -KBNNo 
显然 ,在 (4.27) 式 与 (4.28) 式 中 , K (Ln Bw 贸 o) 和 一 KBNNo :分 别 表示 的 是 坐 
标 增益 量 和 协 因数 增益 量 。 


为 了 说 明 上 述 公式 的 用 法 , 下面 举例 说 明 。 
例 [4.1]: 设 有 两 个 线性 观测 


与 一 个 新 的 观测 
LN=4=[1 2]X+Vy 


这 里 ,显然 


如 果 是 同等 精度 观测 , 取 Ps= 陋 |-s 
N 
对 于 非 序 贯 形式 ,可 将 新 、 旧 观测 合并 在 一 起 计算 , 则 有 


+ 





按 间 接 观测 处 理解 算法 方程 组 , 有 


充 s =(BTB) BT™L 


由 于 法 方程 系数 的 逆 阵 就 是 未 知 数 的 协 因数 阵 , 因此 有 


” 
Qs= (BTB)-! = 








2 
-1 3 
若 运用 序 贯 方法 , 先 利用 (4.26) 式 的 一 式 ,根据 前 两 个 观测 计算 , 得 


eed] 


3 Dt 
No' = (B86B0) = Oo = | | 
一 全 1 


由 于 


K = No'BR(PN! + BNNO'BN)-! 


“> 





根据 (4.27) 式 ,可 得 


久 s =Ko+ K(Lyn — BnXo) 


[je 下 


根据 (4.28) 式 , 可 得 


Qs = NO - KBNNo! 
- r 
计 BB 吃 让 
一 全 1 -1 1 


显然 ,采用 非 序 人 贯 形式 与 序 贯 方法 先后 两 种 解 算 结果 是 相 一 致 的 。 

应 当 指出 , 由 非 随机 参数 的 非 序 贯 估计 开始 , 推导 出 的 估计 量 的 序 贯 形式 , 实 
际 上 不 仅 为 处 理 参数 为 随机 时 求 估 值 的 一 类 问题 ,也 可 用 于 处 理 参数 为 非 随机 时 
求 估 值 的 一 类 问题 。 例 如 在 控制 测量 时 , 对 于 建立 真 值 实验 网 , 旧 网 改造 以 及 控制 
网 的 优化 设计 ,特别 是 用 于 变形 复 测 网 方面 ,都 有 着 重要 的 实用 价值 。 

由 公式 (4.26) 的 第 二 式 可 知 , 当 增加 新 的 观测 时 , 可 为 不 同类 观测 量 且 也 可 为 
不 等 精度 观测 量 , 这 对 复 测 网 或 对 某 专用 网 局 部 强 观测 进行 数据 处 理 都 是 方便 的 。 

若 在 足够 的 必要 观测 下 , 减少 或 丢失 若干 多 余 观测 , 此 种 情况 视 为 序 贯 观测 的 
逆 过 程 。 其 处 理 仅仅 是 改变 (4.27) 式 与 (4.28) 式 中 的 相应 运算 符号 即 可 。 

当 在 计算 机 上 进行 序 贯 数据 处 理 时 , 序 贯 求解 形式 无 需 存 储 已 处 理 过 的 观测 ， 
特别 是 观测 列 维 数 很 大 时 ,这 也 是 一 个 很 重要 的 特点 。 


第 三 节 亏 秩 问 题 的 处 理 


对 测量 控制 网 进行 数据 处 理 时 , 还 可 能 过 到 数学 模型 中 的 设计 和 矩阵 是 奇异 的 
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情况 。 其 所 以 如 此 , 主要 是 由 数 亏 , 即 控制 网 中 的 所 有 点 的 坐标 都 视 为 未 知 数 , 缺 
少 用 于 定位 的 起 算数 据 而 引起 的 ; 另 一 方面 是 由 形 亏 , 即 缺 少 确定 一 个 控制 网 所 必 
须 的 观测 值 ,也 就 是 观测 的 个 数 不 足 而 引起 的 。 此 外 , 若 引入 相关 条 件 时 , 也 产生 
气 秩 情况 。 这 里 , 若 以 间接 观测 为 例 , 各 种 不 同类 型 的 控制 网 亏 秩 数 , 一 般 地 应 为 
相应 网 必要 起 算数 据 的 个 数 。 若 以 d 表示 亏 秩 数 , 则 有 





1 水 准 网 , 测 站 平 差 

3 二 维 测 边 网 , 边 角 网 及 导线 网 
d=1 4 二 维 测 角 网 

6 三 维 测 边 网 


7 三 维 测 角 网 
根据 线性 代数 理论 , 当 设计 矩阵 为 奇异 阵 时 , 表明 其 列 (或 行 ) 不 满 秩 , 由 其 所 
构成 的 法 方程 的 系数 阵 也 是 奇异 的 , 即 det N = 0。 也 就 是 说 , 没有 Cayley 逆 存 在 。 


目前 , 解 算 这 类 问题 的 方法 很 多 , 主要 以 广义 道理 论 为 基础 。 为 避 开 求 广义 道 或 特 
征 值 等 复杂 的 数学 方法 ,下面 介绍 用 分 极 小 法 解 算 亏 秩 网 的 方法 。 


一 、 原 理 
设 有 误差 方程 
= AX-1 权 Pp (4.29) 
式 中 :VY 为 n 维 改正 数 向 量 ;A 为 nx 维 设计 矩阵 (rank(4)< z);X 为 1 维 未 知 


数 向 量 ; ! 为 n 维 常 项 向 量 。 
若 令 


式 中 :i +t2= tirank(A1)=t1=rank(A);rank(A2)=+ -io 
显然 , (4.29) 式 可 写 为 
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V= AXi+AX2-l= AXi-l (4.30) 


式 中 : 1 = A2Xs - 1。 如 果 已 知 2, 则 (4.30) 式 即 为 经 典 的 误差 方程 。 
以 Xi 为 未 知 数 ,使 VTPV 为 极 少 , 按 间接 观测 处 理 对 (4.30) 式 求 导 , 得 法 方 
程 为 


ATPAIX! = ATP(I- 42X2) (4.31) 
根据 对 含有 自由 变量 方程 组 的 解法 , 得 
Xi =(ATPA1)-!IATP(! - 42X2) 
=— (ATPA1)-!ATPAX, + (ATPA1)™'ATP! (4.32) 
X2 =X2 
可 见 (4.32) 式 具有 无 穷 组 解 。 
为 了 求 得 惟一 的 一 组 解 , 可 将 (4.32) 式 再 视 为 个 观测 方程 , 以 X, 为 未 知 数 
进行 间接 观测 处 理 , 即 求 未 知 数 的 最 小 范 数 解 ,使 


四 = XTPxX = XIPx Xi + XIPx,X2 = min 


式 中 ， 





将 Xi 视 为 Xz 的 函数 并 对 Xs 求 导 , 化 简 , 得 
-4IP41(4IPAI)-PxiXi+ Px,X2 = 0 (4.33) 
将 (4.32) 式 中 的 第 一 式 代 入 上 式 ,并 令 
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则 (4.33) 式 可 写 为 


(Na Ni Px Ni Niz + Px,)X2 - Na Ni Px ,Ni ATP! = 0 


X2 = (Na Nn Px, Ni Ni + Px,) Na Ni Px, Ni ATPI 


按 矩 阵 反 演 公式 , 有 


(Na(NuPRNI) Ni + Px,) Na(NuPXNLA)! 


AIPA! 


AJPA! 


Nu 4TP4， = "| 


N2 


=PRNa(NuPxNy + NaPx Na)! 


=PXNaAR! 


式 中 : 


于 是 


这 就 是 X, 的 最 优 解 。 


R= NuPxl Nu + NzPxl Na 


X2 = PxNaR™ ATIP! 


将 (4.37) 式 代入 (4.32) 式 中 的 第 一 式 , 得 


这 就 是 Xi 的 最 优 解 。 合 并 (4.37) 式 与 (4.38) 式 两 式 , 可 写 为 


16“ 


Xi = PRNNR ATPI 


| 


XX! 


X2 


| = PxATPAIR-!ATPI 


(4.34) 


(4.35) 


(4.36) 


(4.37) 


(4.38) 


(4.39) 





利用 协 因 数 传播 律 , 可 写 出 未 知 数 的 权 逆 阵 为 


Qu Qn 
Qxx = = Px !'ATPAIR-!'ATPAIR 'ATPAPX! 


Qa Qn 
展开 上 式 后 ,得 
Qu = PANuR NLR NiPx 


= PANaR NuR NizPx 


Rx 
I 


Qu = Qh = PHNNR NLR NizPx 


当 为 等 权 观测 时 ,上 述 各 式 相应 地 更 为 简单 ,例如 


Xi =ATAI(ATAIATA1 + ATA2ATA1)-!ATI 


| 


X2 = ATAI(ATAIATA! + ATA2AIAI) ATI 


] 


及 
Qxu =aa 
Qx2 = 有 7 
CQxo =ap 
式 中 ， 


a = ATAI(ATAIATAI + | 


B= AlAi(ATAIATA! + 4T424 了 41)-14 了 


(4.40) 


(4.41) 


(4.42) 


(4.43) 


i 





二 、 算 例 


例 [4.2] :为 说 明 上 述 公 式 计 算 的 步骤 和 方法 , 以 一 水 准 网 (图 4.1) 为 例 。 各 
路 线 观测 高 差 和 各 点 近似 高 程 均 列 于 表 4.1 中 , 并 设 网 中 各 路 线 长 度 相等 , 即 各 观 


























测 值 的 权 为 1。 
x 
nd 
图 4.1 
表 4.1 
点 号 观测 高 差 近似 高 程 
1 0 
12.345 
2 | 12.345 
3.478 | 
3 | 15.823 
a -15.817 | 
RS 
列 误差 方程 
A 
v1 a 0 1 0 
val= [0 2 x2 一 0 
vs 1 0 -HL zs 6 
由 于 
rank(4A)=2<t 
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则 将 4 阵 分 块 为 


1 0 eh 


rank (A1) = 2 = rank(A), rank(42) = 上 -2=1 


计算 


5 -4 1 1 
4T414T41 = | | ATA2AIA1 = | | 
-4 5 


1 1 


区 | 


R-!= (ATAIATA! + 4T424 了 41D)-1 


于 是 
xl = CI = 
x2=R=-2 
各 点 平 差 后 的 高 程 为 
H, = 0.002, H; = 12.345, Hs = 15.821 


未 知 数 的 协 因数 阵 





因此 


2 一 1 一 
ES 一 
Qx= aol-1 2 1 


ce 


综 上 所 述 ,利用 分 极 小 法 处 理 亏 秩 问 题 , 一 般 是 先 设 定 未 知 数 的 近似 值 作为 初 
值 。 之 后 , 先 使 观测 值 的 改正 数 的 平方 和 为 极 小 , 得 法 方程 组 。 由 于 法 方程 的 系数 


阵 也 是 奇异 的 , 再 使 未 知 数 的 平方 和 为 极 小 ,最 后 求 出 极 小 最 小 二 乘 解 。 


顺便 指出 , 与 分 极 小 法 相应 的 还 有 合 极 小 法 。 这 种 方法 是 直接 把 未 知 数 X 作 


为 观测 值 看 待 , 即 有 


V= AX-! 权 Pp | 


Vx=X 权 Px 


@ = VIPV + ViPxVx = min 
式 中 : Px 为 赋予 初始 值 X? 的 权 , 由 此 得 法 方程 组 为 
(ATPA + Px)X-A'Pl=0 
由 于 
|(ATPA + Px)| 天 0 
则 
X= (ATPA + Px) 1ATPI 


0 


(4.44) 


(4.45) 


(4.46) 





且 X 的 权 阵 、 权 逆 阵 和 方差 阵 分 别 为 


N= 4IP4 + Px 


Qx=N! (4.47) 
Dx = oiQx 
残 差 平方 和 为 
= VIPV + VEPpxVx 
单位 权 方差 为 
3 二 = 四 (4.48) 


式 中 :n 为 观测 数 ;4 为 未 知 数 个 数 。 

可 见 , 合 极 小 法 的 计算 工作 其 比较 小 。 

最 后 说 明 , 由 于 气 秩 网 经 处 理 后 各 点 位 置 精 度 较为 均匀 , 目前 多 试用 于 变形 监 
测 网 中 。 有 文献 说 明 , 地 面 亏 秩 网 也 具有 一 定 的 局 限 性 。 由 于 未 知 数 的 初 值 选取 
不 当 , 产生 的 同 向 误差 不 会 被 发 现 并 得 不 到 改正 。 为 了 获取 最 好 的 初始 值 , 应 先 利 
用 观测 资料 按 经 典 方法 对 控制 网 进行 处 理 , 得 出 坐标 差 或 高 差 的 估 值 , 再 利用 外 部 
资料 确定 出 尽 可 能 好 的 必要 起 始 数据 。 进 一 步 求 各 点 的 坐标 或 高 程 , 然后 以 此 为 
初始 值 ,对 亏 秩 网 进行 数据 处 理 。 


第 四 节 误差 椭圆 


在 对 平面 控制 网 的 优化 设计 或 精度 分 析 时 , 只 求 出 点 位 误差 的 大 小 还 不 够 ,有 
时 需 知道 点 位 的 最 大 与 最 小 误差 及 其 所 在 方向 , 某 些 工程 专用 网 还 要 求知 道 某 点 
对 另 一 点 的 相对 误差 及 大 小 。 因 此 ,对 这 些 精度 要 素 的 讨论 是 
很 有 必要 的 。 


一 、 任 塌方 向 上 的 点 位 误差 
如 图 4.2 所 示 , 若 P 为 某 点 的 真实 位 置 , P' 为 观测 位 党， 


则 PP“ 为 已 点 的 点 位 真 误差 (或 称 真 位 差 )。 
车 以 PP "为 直径 作 圆 D, 则 圆 上 任意 一 点 处 相对 于 直径 的 








圆周 角 都 相等 (90")。 如 果 将 角 的 两 边 视 作 PP“ 经 直 交 分 解 的 两 个 分 量 , 且 两 边 所 
处 的 方向 与 坐标 轴 同 向 , 显而易见 , 任意 两 个 垂直 方向 上 的 位 差 平 方 和 都 等 于 真 误 
差 PP“ 的 平方 。 所 谓 P 在 某 一 方向 上 的 点 位 误差 ,就 是 指 PP“ 在 该 方向 上 的 投影 
值 。 考 虑 到 真 误 差 与 方差 之 间 的 关系 , 也 可 以 说 , 任意 两 个 互相 垂直 方向 上 的 中 误 
差 的 平方 和 都 等 于 点 位 中 误差 的 平方 。 换 句 话说 , 待定 点 的 点 位 误差 与 所 选 坐标 
系 无 关 。 因 此 














或 (4.49) 


Dr + Do = Do + Do = MP 


二 、 位 差 的 极 值 与 其 位 置 


由 图 4.2 中 可 见 , 沿 着 圆周 上 的 点 对 真 位 差 PP 进行 直 交 分 解 的 两 个 分 量 通常 
并 非 相等 ,其 中 的 一 个 分 量 若 取 最 大 值 , 则 另 一 个 分 量 相应 地 将 取 最 小 值 。 因 此 , 真 
位 差 PP 沿 不 同方 向 的 直 交 分 解 将 产生 极 值 。 其 极 值 的 大 小 可 利用 P 点 的 方差 阵 
所 构成 的 特征 多 项 式 (关于 特征 根 4 的 首 项 系数 为 1 的 降 秩 多 项 式 ) 求 解 , 则 有 








De -和 Do 
1D-AE1= =0 (4.50) 
I ~ Ds 
(0 - De)(A -Do)- Do =0 
412 = 于 (De + Ds + K) (4.51) 
式 中 : 
K = V(De - Do)2 +4D。 (4.52) 


如 果 令 Mi = E?,42 = 忆 , 则 忆 , 下 分 别 为 点 位 差 的 极 大 值 与 极 小 差 。 根 据 空间 解析 
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几何 理论 可 知 , 这 里 的 极 值 /4;(i = 1,2) 的 几何 意义 表示 的 是 椭圆 的 长 . 短 半 轴 。 
欲求 极 值 所 处 的 位 置 ( 即 与 X 轴 正 向 所 夹 角 度 p), 也 就 是 求 特征 根 4;(i = 1， 


2) 对 应 的 特征 向 基 所 在 的 方向 。 根 据 特征 方程 


[D - za]- 0 


(4.53) 


式 中 : [x y]" 是 与 对 应 的 特征 向 基 , 其 分 量 x 和 y 分 别 是 纵横 坐标 轴 上 的 单 


位 长 度 (坐标 基 )。 则 (4.53) 式 又 可 写 为 


(Dr - AUDz + Duy = "| 


D,r+(D,-A)y=0 


由 此 , 可 解 得 具有 位 差 极 大 值 的 方向 pe 为 


| i 
t 三 = 3 
ange 一 工 D,, A1— Dy 


由 于 Dzs<A1, 所 以 tange( 是 取 正 还 是 取 负 ) 始 终 与 D,, 同 号 。 
类 似 地 , 具有 位 差 极 小 值 的 方向 pr 为 


二 
也 可 以 由 
-1+ p+1 
tanpE,F = 
了 
解 得 pro 
A 2D. 
式 中 : py = D5, 这 里 证 明 从 上 略 。 
Do 


(4.54) 


(4.55) 


(4.56) 


(4.57) 
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由 于 极 值 所 处 的 两 个 方向 gp 和 gr 总 是 相互 垂直 的 ,所 以 pp = pp + 90” 
三 、 以 极 值 巨 \F 玉 表示 的 任意 角度 y 的 x 方向 上 的 位 差 
前 面 推导 的 计算 极 值 以 及 极 值 所 处 方向 的 公式 , 都 是 在 X、Y 坐标 系 中 来 表 
述 的 。 如 果 要 求 已 、F 坐标 系 中 任意 方向 ( 即 与 已 轴 正 向 所 夹 y 角 的 x 方向 ) 上 的 
点 位 位 差 ,根据 转轴 公式 , 真 误差 的 分 其 之 间 应 有 
r=Ecosy+ Fsing (4.58) 
根据 方差 - 协 方差 传播 律 , 直接 可 得 


D,, = Degcos’y + Drsin2y (4.59) 


该 式 就 是 以 E\F 表示 的 ,以 极 大 轴 忆 的 正 向 为 起 始 方向 且 与 之 成 任意 角度 y 的 x 
方向 上 的 点 位 方差 的 计算 公式 。 其 中 : Dgs = E?;Dre = F?。 


四 、 误 差 曲线 与 误差 椭圆 的 特性 


由 公式 (4.58) 可 知 , o,( = VD ) 的 大 小 是 随 角度 y 而 变化 的 , or 的 端点 轨迹 
是 一 条 关于 两 个 极 轴 对 称 的 封闭 的 曲线 。 人 们 常 称 它 为 误差 曲线 。 可 见 ,误差 曲线 
的 定义 是 :以 待定 点 P 为 极 , y 为 极 角 , or 为 长 度 的 极 坐标 点 的 轨迹 ,如 图 4.3 所 示 。 
由 于 误差 曲线 形象 地 反映 了 P 点 在 各 个 不 同方 向 上 的 位 差 , 因此 也 称 其 为 精 
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度 曲线 。 但 是 , 对 它 的 绘制 是 件 麻烦 的 事情 。 为 方便 绘制 及 其 应 用 , 这 里 不 加 证 明 
地 给 出 ,通常 的 作法 是 :将 EE、F 视 为 长 、 短 半 轴 , 先 绘 出 误差 椭圆 , 再 根据 误差 椭 
圆 的 特性 ;将 误差 椭圆 向 ~ 轴 投 影 , 其 投影 长 度 即 为 该 方向 上 的 点 位 中 误差 on 。 
使 y 角 由 0"~~360* 变 化 ,各 垂 足 的 连 线 一 定 是 一 条 对 称 的 封闭 曲线 (图 4.4), 该 曲 
线 即 为 所 求 。 





图 4.4 
在 特殊 情况 下 , 如 果 某 点 的 相关 协 方差 等 于 零 , 则 





二 0 i 机 
24 = arctan FDC = 0 (或 1807) 


说 明 椭圆 的 长 . 短 半 轴 恰 与 纵 、 横 坐标 轴 相 重合 。 此 时 cu 与 wy 就 是 一 对 极 值 方向 
上 的 位 差 。 

如 果 Dre - Do 也 等 于 零 , 则 说 明 极 值 方向 不 定 。 此 时 椭圆 变 为 圆 , 常 称 此 圆 
为 误差 圆 。 由 于 圆 在 各 方向 上 的 投影 都 等 于 半径 , 所 以 误差 圆 也 就 是 误差 曲线 。 


五 、 相 对 误差 椭圆 


前 面 讲述 的 误差 椭圆 估计 地 是 待定 点 相对 于 已 知 点 的 绝对 位 置 的 精度 ;在 工 
程 专用 网 中 , 有 时 还 要 估计 某 两 个 待定 点 之 间 的 相对 位 置 的 精度 。 这 时 , 若 用 相对 
误差 椭圆 来 描述 是 比较 全 面 和 直观 的 。 

如 图 4.5 所 示 , 设 P;、P; 两 点 的 真 位 差分 别 为 PP; 及 Pp)“, 在 X 轴 与 7Y 轴 上 
的 分 量 分 别 为 x;、y; 及 zj、yj。 从 图 4.5 中 不 难看 出 ,这 两 点 的 相对 真 位 差 为 PP 。 
显然 , 它 在 X、Y 轴 上 的 分 量 分 别 为 (zi - xi) 及 (y - y;)。 

仿 上 述 误差 椭圆 的 推 证 , 也 不 难得 到 相对 误差 椭圆 的 三 元 素 。 其 中 极 轴 为 
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X12 三 二 (Da + Dayay + K) (4.60) 





图 4.5 
式 中 ， 
K = V(Dazar - Dayey) + 4D2ey (4.61) 
极 角 ( 极 值 所 处 的 方向 ) 为 
-Am - 二 Darar - Par 
npE Ary” Daoy ~ hi~ Davoy (4:62) 


同样 地 , tange( 是 取 正 还 是 取 负 ) 始 终 与 Daay 同 号 。 其 他 结论 也 都 与 误差 椭圆 相 
类 似 , 在 此 省 略 。 
最 后 指出 ,相对 误差 椭圆 有 关公 式 中 的 


Daraz = Dis, + Dr -2D-- 
加 证 5 


Dayay = Dyy, + Dyy - 2Dyy, (4.63) 


Daray = Dsy + 


;y+ Dy - Dsy, — D。 


» ed 


由 于 方差 与 协 因数 之 间 有 关系 式 为 D = cozQ, 所 以 本 节 中 凡是 与 方差 D 有 关 的 
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公式 均 可 以 用 协 因数 Q 表示 , 在 此 不 再 袭 述 。 
[ 例 4.3] ;已 知 单位 权 中 误差 no=1x10-3m, Pi( zi, yi) 与 Pz(zz,y?) 两 点 坐 
标的 协 因数 阵 为 2 ,考虑 到 方差 与 协 因数 的 关系 式 , 则 


Din: Diny Dizz: Dizy 
Din: Diyy Diyz: Diyzy 
Dzrlz D2zriy D2z2r D2r2y 


Dy: Day Daypz D2y2y 


4.494 -2.082 -0.952 -1.553 
3.806 2.531 2.931 
对 7.121 3.332 


称 3.784 


(1) 求 Pi 点 的 绝对 误差 椭圆 元 素 





由 
K= V(D;: - D»,): + 4Di, = V(4.494 - 3.806)2 + 4(— 2.082) 
= 4.220 
代入 公式 
1 
入 名 车 2 (Dz + D, + K) 
得 


A1 =.6.260, 22 = 2.040 


“a 





所 以 


长 半 轴 E=2.502 
短 半 轴 F=1.428 
由 公式 
_ 1 二 Der 6.260 -4.494 
nye Do 一 -2.082 
计算 可 得 极 角 


PE = 319"41 40 .7( 以 及 pp - 180” = 139"4140 .7) 


(2) 求 Pi 与 P; 两 点 之 间 的 相对 误差 椭圆 元 素 
根据 公式 (4.63) 计 算 ,得 


Darar = 4.494 + 7.121 ~- 2 x (—- 0.952) = 13.519 
Dayay = 3.806 + 3.784 - 2 x 2.931 = 1.728 


Daray= 一 2.802 + 3.332 - (- 1.553) - 2.531 = 0.272 


代入 公式 (4.61) 计 算 ,得 


K=V(13.519-1.728)? +4x0.272: 


=11.804 
再 代入 公式 (4.60) 计 算 ,得 
hi = 13.526， 42 = 1.722 
因此 ,相对 误差 椭圆 的 长 、 短 半 轴 分 别 为 


E = 3.678 
+ 8 





下 = 1.312 
由 公式 (4.62) 计 算 , 得 极 角 为 


gE = 128'27 .1( 以 及 181"28'27.1) 


(3) 误 差 椭圆 的 应 用 

根据 以 上 数据 可 以 绘 出 P, 、.P。 点 的 绝对 误差 椭圆 以 及 Pi、P; 两 点 间 的 相对 
误差 椭圆 。 前 者 是 以 P; 点 的 点 位 为 中 心 ,后 者 一 般 是 画 在 两 点 连 线 的 中 间 部 分 
(图 4.6 所 示 的 O 点 处 )。 





首先 是 以 长 \ 短 半 轴 下 .下 和 极 角 pg 为 参数 绘 出 误差 椭圆 (作为 例子 , 仅 为 说 
明 误差 椭圆 的 应 用 , 这 里 只 绘 出 了 P; 点 处 的 绝对 误差 椭圆 )。 用 图 解法 在 所 绘 椭 
圆 上 可 以 量 取 需 要 的 任意 方向 上 的 位 差 大 小 。 例 如 , 欲求 定 PP; 边 长 的 精度 
mp 只 需 在 PiP: 方向 上 量 取 PT 的 大 小 即 为 所 求 ,也 就 是 


?2 


ms = PT 
nh 


如 果 是 求 任意 边 PiP, 方位 的 精度 , 只 需 作 P;P; 边 的 垂 线 P1G 交 椭 圆 于 G, 量 取 
PiG 的 大 小 , 则 有 





顺便 指出 , 误差 椭圆 的 理论 和 实践 , 不 仅 常 被 应 用 于 精度 要 求 较 高 的 各 种 工程 测量 
中 ,近年 来 有 人 将 其 应 用 在 图 像 检测 和 模式 识别 的 实践 中 , 也 取得 了 令 人 满意 的 效 
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果 , 在 此 就 不 再 疯 述 了 。 
第 五 节 置信 椭圆 


为 了 直观 地 描述 点 位 或 平 差 值 函数 的 精度 , 常常 是 利用 误差 椭圆 或 相对 误差 
椭圆 这 一 几何 表示 法 。 根 据 数理 统计 学 的 观点 ,数据 处 理 的 过 程 是 对 所 求 量 期 望 
值 的 估计 过 程 。 为 反映 估计 值 与 期 望 值 之 间 的 差异 , 往往 还 要 对 估计 结果 的 置信 
度 巴 以 说 明 。 和 信 椭圆 所 研究 的 是 :在 二 维 空间 中 ,一 组 线性 估 值 的 椭圆 形 和 置信 区 
域 。 

根据 区 间 估 计 理 论 , 有 


Pligg€BIl=1-a (4.64) 


式 中 ;@ 表示 某 一 随机 变量 或 其 函数 ;B 为 置信 区 域 ;1 - a 为 给 定 的 某 一 置信 度 。 
根据 数据 处 理 及 各 种 量 的 分 布 理 论 可 知 , 函数 


L=E(l)= AX 
的 最 优 估 值 为 
L = AX = AQ;AT™PI (4.65) 
可 见 
文 = Q;ATPI (4.66) 
式 中 : 
Q;: = (47PA) (4.67) 
残 差 : 
V=AX-1=-(E- AQ;ATP)! (4.68) 
其 中 :EE 为 单位 阵 。 
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由 (4.66)、(4.68) 两 式 可 知 ,名 与 Y 是 观测 值 ! 的 函数 。 由 于 随机 向 量 ! 一 
N(A 色 , D,) ,因此 , 色 与 V 也 都 服从 正 态 分 布 , 且 统 计量 


X21 = 5 (4.69) 


是 具有 自由 度 为 w - : 的 X 分布。 其 中 :mw 为 观测 数 ;t 为 未 知 参数 的 个 数 ;o? 为 单 
位 权 母 体 方差 。 
统计 二 


和 妇 = (A — AX)T(AQ,AT) -1(AX - AX) 


= SL -Lon -LL) (4.70) 


=(L-L)'Di(L -1L) 
是 具有 nn 个 自由 度 的 x? 分布 。 式 中 
Di=0°Q 
表示 期 望 值 的 方差 阵 。 
如 果 单 位 权 母 体 方差 a? 未 知 , 而 其 单位 权 估 值 方差 5 已 知 时 ,与 (4.70) 式 相 


对 应 ,有 


x = (L -1L)'Di(L 一 工 ) (4.71) 


式 中 : Dz 为 估 值 方差。 
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如 果 单 位 权 母 体 方差 ? 已 知 , 相对 于 (4.70) 式 转换 为 T 维 未 知 坐 标 向 量 , 同 


理 有 


好 = ( 误 -X)TDi( 文 -X) (4.72) 


如 果 单 位 权 估 值 方差 a? 已 知 , 还 可 以 构成 统计 量 FF, 即 


Xi/T (XK-X)'Ox(X -xX)/T 








ne ya/ (nt) VIPV/ (n -1) (4.73) 
或 
(KX)'Ox( -XxX) 
Tn-t = i 


至 此 ,如 果 把 统计 量 X 与 Fr.。-, 视 为 (4.64) 式 中 的 @, 那么, 当 o 已 知 时 ,有 


P1XSX -=1-a 


也 就 是 
Pi(Y-X) QOx(K-X) So x l=1-a (4.74) 
当 5 已 知 时 , 有 
Pi Fr- S Fr.n-en-ol =1-a 
也 就 是 


Pi( 色 -XX)TQx( 色 -xX)S<T: oFr, l=1-a (4.75) 
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上 面 两 式 中 , 3,，。 与 Fr,。 ,1 -。 是 在 普 信 水 平 为 1 - e 下 的 临界 值 ,可 在 x? 与 下 
分 布 表 中 查 取 。 

根据 空间 解析 几何 引 论 , 若 把 上 述 式 中 的 太 与 入 视 为 中 心 为 X 的 坐标 向 量 ， 
(4.74) 式 与 (4.75) 式 中 的 左边 大 括号 里 的 等 式 表示 一 个 T 维 超 椭 球 。 如 果 取 工 
=2, 显然 , (4.74) 式 与 (4.75) 式 确定 了 X 的 两 个 椭圆 形 区 域 。 若 取 极 限 域 , 即 以 
等 号 代替 小 于 号 ,那么 有 公式 


(名 一 X)TOx ‘(YX) = o2，X22-。 (4.76) 


(名 -XX)TQx 1( 名 -XX) = 252 Fy-e (4.77) 


分 别 表示 了 在 o 已 知 或 z 已 知 时 的 两 个 置信 椭圆 。 其 半 轴 为 


Ai = Vi Xie (4.78) 
或 
Ai = o V2Ai Feel-s (4.79) 


式 中 :2; 为 Qx 阵 的 特征 根 ;i( = 1,2) 表 示 长 短 二 轴 。 
可 以 证 明 , 置信 椭圆 的 半 轴 与 椭圆 的 半 轴 之 比 仅 差 一 个 因子 。 后 者 为 





Atm, = o( 或 9) Vi (4.80) 
两 椭圆 半径 之 比值 为 
Ai 
Re Xb- (4.81) 
或 





A 
A = V2F2,0-ni-e (4.82) 
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可 见 ,误差 椭圆 的 半 轴 乘 以 因子 / x3.1-。 或 /2F2,n_w1-。 后 , 即 为 置信 椭圆 的 半 
轴 。 
不 难 理解 , 如 果 将 误差 椭圆 也 视 为 是 置信 椭圆 , 那么 


X20 =1 (4.83) 


F2 n-ne =0.5 (4.84) 


于 是 , 可 以 根据 不 同 的 自由 度 , 求 出 临界 值 为 1 或 0.5 时 的 置信 水 平 1- a 的 大 小 。 

最 后 指出 , 置信 椭圆 的 概念 多 用 于 变形 复 测 网 点 的 统计 检验 中 。 由 于 多 数 情 
况 下 ,o 是 未 知 的 ,而 a 是 可 求 的 。 因 此 ,统计 量 F,，,- ,的 应 用 价值 相当 大 。 如 果 
它 是 由 经 典 的 间接 观测 结果 而 构造 的 统计 量 (或 称 检验 值 ), 它 属 于 中 心 的 下 分 
布 ;如 果 它 是 由 亏 秩 网 观测 结果 而 构造 的 , 它 具 有 非 中 心 的 下 分布 。 只 有 当 接受 
线性 假设 ( 指 附 有 的 条 件 ) 的 情况 下 , 它 才 属 中 心 的 下 分布 。 

在 变形 网 点 统计 检验 中 , 若 将 置信 椭圆 连同 变形 向 量 ( 指 对 同一 公共 点 两 周期 
观测 , 经 数据 处 理 后 的 坐标 差 ) 用 图 解 表示 , 此 时 可 由 P! 点 (i 代表 某 一 点 号 ,1,2 
表示 观测 周期 号 ) 起 , 基 取 变形 向 量 


并 在 P? 点 处 用 箭头 表示 ,其 尖端 处 用 作 和 党 信 椭 国 中 心 。 若 P! 点 在 枯 圆 形 葡 信 域 
之 外 , 则 舍弃 原 假设 Ho( 例 如 , 认为 相应 点 两 周期 间 未 产生 移动 ), 说 明 备 择 假设 
Ha( 例 如 , 认为 相应 点 两 周期 间 产生 移动 ) 成 立 。 反 之 , 若 P! 点 被 包围 在 椭圆 形 
置信 区 域内 , 则 接纳 原 假设 Ho, 说 明 备 择 假设 Ha 不 成 立 。 可 见 ,用 置信 椭圆 描述 
控制 网 点 的 变形 是 相当 直观 的 。 


思考 题 与 习题 
1. 设 有 等 精度 观测 的 条 件 方 程式 为 
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zl-z+v+2=0 
vs+v+z+1l=0 


vt+vs+vet+v-1=0 


求解 该 方程 组 。 
2. 设 有 误差 方程 组 为 
vi= 6rt+3 2 1 
v2 = Szl 2 
v3 =— 6xr1+6r3—1 1 
v4 =— 8x3 ， 权 阵 P= 和 
vs = zr2— 8r3+2 1 
ve =— ri1+6r2—5 1 
v7 = dr2 2 








试 求解 未 知 数 3X 以 及 改正 数 V, 并 计算 单位 权 中 误差 mo 以 及 各 未 知 数 的 精度 。 
3. 设 有 两 组 等 精度 观测 的 方程 , 分 别 为 


1 0 5 
Vi= |-1llzt+ |1llz,- |2 
0 1 4 


la 


试 按 序 贯 观测 与 估计 的 方法 求 X = (zt zz xa) 以 及 Q.。 
4. 如 图 4.7 所 示 水 准 网 , A 为 已 知 点 , HA = 20.000m, 第 一 次 观测 了 hh 一 he， 
第 二 次 观测 了 hy 一 hs, 假定 各 段 路 线 长 度 相等 ,观测 高 差分 别 为 (单位 m) 
* 135.。 








Ai = 1.545 ha = 5.506 hs = 3.955 
I: 


hs = 3.455 hs =—7.510 he = 一 7.000 
I: h1=15.450 hs= 一 8.000 ho= 一 30.465 
各 点 高 程 的 近似 值 取 ( 均 以 m 为 单位 ) 


x"1=21.545, x°2 = 25. 500, z"3 = 25.000,z"4 = 18. 000, z°s = 40.450,，z"6 = 
10.000。 
试 按 序 贯 观测 处 理 , 求 定 各 点 高 程 的 估 值 及 其 协 因数 。 
5. 如 图 4.8 所 示 水 准 网 , 各 路 线 观 测 高 差 及 路 线 长 度 分 别 
为 
hi1= 0. 505m, sl = 4km; h2 = 4. 010m, s2 = lkm; hs = 
-2.003m, s3=2km;h4= —2.501m, s4 = 4kmo。 
有 若 P 各 点 的 高 程 近似 值 取 X* = (0.000 0.505 4.515 
2.512), 试 按 亏 秩 问 题 处 理 , 求 出 各 点 高 程 估 值 及 其 协 因 数 
图 4.8 Qxo 
6. 设 有 等 精度 观测 的 误差 方程 组 为 





月 


二 时 中 汪 顽 
Z1 
0 “汪汪 守业 
V = Z2 | 一 
0 i 0 
[zs 
a 2 


试 按 序 贯 观测 处 理 , 求 X 及 Qx。 
1.21 一 0.28 


7 .着 某 点 位 的 协 因数 为 @ = | 2。 “0.28 | ,单位 权 方 类 为 。# = 2, 试 
坐标 中 误差 ms 、my 及 点 位 中 误差 M; 该 点 误差 本 加 的 3 元 素 EP、pe。 


0 


1.69 0 


| ,单位 权 方差 un= 1, 试 求 误差 术 国 


8 . 若 基点 位 的 协 因数 @ = | 


元 素 E、F、ys 的 值 。 
9. 已 知 Pi、P, 两 待 点 间 坐 标 差 的 协 因数 阵 为 


Qarar | j | 
Qarsy Qavay 3 .433 0.700. 
(dm?/s), 单 位 权 中 误差 co = 1(s)。 假 定 PiP, 方向 的 坐标 方位 角 apip, = 60", 边 
长 Seip = 3.32km, 试 求 该 边 方位 角 中 误差 m。。。 以 及 边 长 相对 中 误差 


P,P, 


Q = 





Mspip,/ SPuiPio 


10 ,在 工程 实践 中 , P) 、P, 两 点 间 相 对 位 置 的 点 位 中 误差 常 按 公式 
估算 ;而 实际 精度 应 按 
Mpim = 土 VE5+ 而 


计算 。 请 取 用 第 四 章 第 四 节 五 中 [ 例 4.3] 计 算出 的 有 关 数 据 代入 上 述 两 式 ,通过 
比较 说 明 这 是 为 什么 。 
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第 五 章 ”地理 空间 信息 基础 
第 一 节 ”地理 空间 坐标 系 的 建立 
一 、 地 球 空间 模型 描述 


为 了 深入 研究 地 理 空间 ,有 必要 建立 地 球 表面 的 几何 模型 。 根 据 大 地 测量 学 
研究 成 果 , 地 球 表面 几何 模型 可 以 分 为 四 类 ,分 述 如 下 : 

第 一 类 是 地 球 的 自然 表面 。 地 球 表面 有 高 帆 、 高 原 、 平 原 、 盆 地 和 海沟 等 ,是 一 
个 极为 复杂 的 自然 表面 ,是 一 个 不 规则 的 曲面 , 难于 用 一 个 简洁 的 数学 表达 式 描述 
出 来 , 不 适合 于 数字 建 模 , 直接 在 地 球 表面 上 处 理 各 种 几何 观测 值 是 十 分 复杂 困难 
的 。 

第 二 类 是 相对 抽象 的 面 , 即 大 地 水 准 面 。 地 球 表面 的 71% 被 流体 状态 的 海水 
所 覆盖 , 所 以 静止 的 海水 面 是 地 球 上 最 广大 的 天 然 的 水 准 面 。 可 以 假设 把 这 样 完 
全 静止 的 处 于 平衡 状态 的 海平 面 延 伸 到 所 有 大 陆 下 面 , 而 与 地 球 重力 方向 ( 即 铬 垂 
线 方向 ) 处 处 正 交 的 一 个 连续 、 闭 合 的 水 准 面 , 称 其 为 大 地 水 准 面 。 它 所 包围 的 形 
体 称 为 大 地 体 。 由 于 大 地 水 准 面 的 形状 和 大 地 体 的 大 小 均 接近 地 球 自然 表面 的 形 
状 和 大 小 ,并 且 它 的 位 置 是 比较 稳定 的 。 因 此 , 传统 的 常规 测量 都 是 以 大 地 水 准 面 
作为 测量 工作 的 基准 面 。 

第 三 类 是 椭 球 体 模型 。 虽 然 大 地 水 准 面 最 适合 作为 测 晤 外 业 的 基准 面 ,但 研 
究 表 明 , 大 地 水 准 面 是 略 有 起 伏 的 不 规则 表面 ,也 无 法 用 数学 公式 把 它 精确 地 表达 
出 来 。 因 而 也 就 不 能 确 知 其 形状 。 这 是 由 于 地 表 起 伏 以 及 地 层 内 部 密度 的 变化 造 
成 地 球体 质量 分 布 不 均匀 的 缘故 。 

随 着 地 学 科学 的 发 展 , 人 们 逐渐 认识 到 地 球 的 形状 极 近 于 一 个 两 极 略 扁 的 旋 
转 椭 球 , 可 以 用 数学 公式 将 其 准确 地 表达 出 来 。 椭 球体 的 大 小 通常 可 用 长 、 短 半径 


a .6b 或 一 个 半径 a( 或 5) 和 扁 率 “= 对 = 来 决定 。 与 大 地 体 最 接近 的 柄 球体 被 称 


a 


为 总 椭 球 。 所 谓 最 接近 就 是 指 大 小 ,形状 及 其 相对 于 大 地 体位 置 应 满足 以 下 条 件 ; 
1) 总 椭 球 中 心 与 地 球 质心 重合 ; 
2) 总 椭 球 旋转 轴 与 地 球 自转 轴 重 合 , 赤道 与 地 球 赤道 重合 ; 
3) 总 椭 球 的 体积 与 大 地 体 的 体积 相等 , 大 地 水 准 面 与 椭 球 面 之 间 的 高 差 ( 离 
差 ) 平 方 和 为 最 小 。 
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总 椭 球 的 确定 ,必须 以 全 球 范围 的 大 地 测量 和 重力 测量 资料 为 根据 才 有 可 能 。 
由 于 海洋 面积 占 了 71%, 许多 国家 只 能 根据 有 限 的 陆地 上 的 测量 成 果 推 算出 与 本 
国 大 地 水 准 面 密 切 配 合 的 椭 球 面 作为 测量 计算 的 基准 面 ,这 种 椭 球 体 称 为 参考 椭 
球 。 可 见 ,参考 椭 球 有 许多 个 , 而 总 椭 球 只 有 一 个 。 美 国 环境 系统 研究 所 (ESRI) 
的 ARC/INFO 软件 中 提供 了 多 达 30 种 旋转 椭 球 体 模型 。 我 国 从 1949 年 以 来 一 
直 采 用 克拉 案 夫 斯 基 椭 球体 作为 地 球 表面 几何 模型 。 

实际 的 地 球 自然 表 面 、 大 地 水 准 面 和 参考 椭 球 体 模型 之 间 的 关系 如 图 5.1 所 


不 。 





图 5.1 


第 四 类 是 为 解决 大 地 测量 学 中 某 些 个 别 问题 提出 的 , 如 类 地 形 面 , 似 大 地 水 准 
面 ,静态 水 平衡 椭 球 体 等 。 


二 、 地 理 空间 坐标 系 


为 了 确定 物体 在 空间 中 的 位 置 , 常用 坐标 系 来 描述 空间 位 置 的 表达 形式 。 测 
其 中 常用 的 坐标 系 有 以 下 几 种 : 


1. 空间 直角 坐标 系 
如 图 5.2 所 示 , 空间 直角 坐标 系 原点 位 于 参考 椭 球 的 中 心 O 点 ,Z 轴 指 向 参 


中 
SP 


图 5.2 


x 
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考 椭 球 的 北极 , X 轴 指 向 起 始 子午 面 与 赤道 的 交点 , Y 轴 位 于 赤道 面 上 、 且 按 右手 
系 与 X 轴 正 交 于 O 点 处 。 某 点 P 在 空间 中 的 位 置 可 用 该 点 在 此 坐标 系 中 的 各 个 
坐标 轴 上 的 投影 来 表示 。 

目前 , GPS 测量 中 所 采用 的 WGS- 84 坐标 系统 就 属于 空间 直角 坐标 系 一 类 。 
它 的 坐标 系 原点 位 于 地 球 的 质心 , Z 轴 指 向 BIH1984.0 定义 的 协议 地 球 极 方向 ， 
X 轴 指 向 BIH1984.0 的 起 始 子午 面 和 赤道 的 交点 , Y 轴 与 X 轴 和 2Z 轴 构 成 右手 
系 。 


2. 空间 大 地 坐标 系 


空间 大 地 坐标 系 是 采用 大 地 经 纬度 和 大 地 高 来 描述 空间 位 置 的 。 如 图 5.3 所 
示 , P 点 所 在 子午 面 NPS 与 起 始 子午 面 NGS 所 夹 的 二 面 角 工 ,叫做 P 点 的 大 地 经 
度 , 由 起 始 子午 面 算 起 , 向 东 为 正 , 向 西 为 负 。P 点 的 法 线 Pn 与 赤道 面 的 夹 角 B， 
叫做 P 点 的 大 地 纬度 , 由 赤道 面 算 起 , 向 北 为 正 , 向 南 为 负 。 大 地 高 刀 是 空间 点 A 
沿 参考 椭 球 的 法 线 方向 到 参考 椭 球 面 P 点 的 距离 。 


ACB,L,H) 





图 5.3 


空间 大 地 坐标 系 是 常规 大 地 测量 的 基本 坐标 系 , 曾 为 世界 公用 的 最 方便 的 坐 
标 系 统 , 由 于 经 纬 线 是 地 形 图 的 基本 线 ,所 以 在 传统 的 测 图 以 及 制图 中 都 使 用 这 种 
坐标 系 。 像 我 国 目前 广泛 采用 的 1954 北京 坐标 系 以 及 1980 年 西安 大 地 坐标 系 都 
属于 空间 大 地 坐标 系 一 类 , 只 是 所 采用 的 地 球 椭 球 参数 有 所 区 别 。 


3. 平面 直角 坐标 系 


平面 直角 坐标 系 是 利用 投影 变换 , 将 空间 坐标 (空间 直角 坐标 或 空间 大 地 坐 
标 ) 通 过 某 种 数学 变换 映射 到 平面 上 , 这 种 变换 又 称 为 投影 变换 。 投 影 变 换 的 方法 
有 很 多 , 在 我 国 采用 的 是 高 斯 -克昌 格 投影 , 也 简称 高 斯 投影 。 


第 二 节 ”空间 数据 质量 


地 理 信息 系统 (GIS) 是 一 种 以 采集 、 存 储 、 管 理 、 分 析 和 描述 整个 或 部 分 地 球 
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表面 与 空间 和 地 理 分 布 有 关 的 空间 信息 系统 。 而 数据 是 GIS 中 最 基本 和 最 重要 
的 组 成 部 分 , GIS 数据 质量 及 其 质量 控制 问题 是 目前 国内 外 学 者 热门 研究 的 问题 
芝 二 9 


一 、 空 间 数据 质量 的 概念 


GIS 数据 是 对 现实 世界 中 空间 特征 和 过 程 的 抽象 表达 , 按 其 表达 形式 可 分 为 
两 种 类 型 。 


1. 空间 数据 , 又 称 为 图 形 数据 


它 是 GIS 的 基础 数据 , 是 描述 空间 实体 的 位 置 、 形 状 、 大 小 及 各 个 不 同 实体 之 
间 关 系 的 信息 。 空 间 实 体 的 位 置 通常 以 三 维 或 二 维 坐 标 串 来 表示 。 

空间 数据 又 可 分 为 几何 数据 和 关系 数据 两 种 。 

几何 数据 是 从 几何 角度 把 空间 目标 划分 为 点 状 ( 零 维 ), 线 状 (一 维 ) 和 面 状 (二 
维 ) 目 标 3 种 基本 类 型 。 

关系 数据 是 描述 各 个 不 同 空间 实体 之 间 的 关系 (如 邻接 关联、 包含. 连通 、 接 
近 度 等 ) 的 信息 。 关 系数 据 的 建立 有 助 于 各 种 应 用 和 空间 分 析 。 


2. 非 空间 数据 , 又 称 为 属性 数据 


它 包括 各 个 地 理 单元 中 社会 ,经济 ,或 其 他 专题 数据 ,是 对 地 理 单元 (实体 ) 专 
题 内 容 的 广泛 深刻 的 描述 。 从 某 种 意义 上 也 可 以 将 关系 数据 归 入 属性 数据 。 

由 于 现实 世界 的 复杂 性 和 模糊 性 , 以 及 人 类 认识 和 表达 能 力 的 局 限 性 , GIS 数 
据 也 总 是 不 可 能 完全 达到 真 值 的 , 只 能 在 一 定 程度 上 接近 真 值 。 一 般 来 说 , GIS 数 
据 质量 主要 包括 以 下 内 容 : 

(1) 位 置 精度 (或 称 定位 精度 ) 

空间 实体 的 坐标 数据 与 实体 真实 位 置 的 接近 程度 , 表现 为 空间 三 维 或 二 维 坐 
标 数据 的 精度 ,高程 精度 , 接 边 精度 , 形状 再 现 精度 等 。 

(2) 属性 精度 

实体 的 值 与 真实 值 相符 的 程度 , 它 通常 取决 于 数据 的 类 型 , 且 常 与 位 置 精度 有 
关 。 属 性 精度 包括 要 素 分 类 与 代码 的 正确 性 , 要 素 属性 值 的 正确 性 及 名 称 的 正确 
性 等 。 

(3) 时 间 精 度 

数据 的 现势 性 。 可 以 通过 数据 采集 、 更 新 时 间 和 更 新 频 度 来 表现 。 

(4) 逻辑 一 致 性 

数据 之 间 的 关系 上 的 可 靠 性 。 包 括 数据 结构 , 数据 内 容 、 空 间 属性 与 专题 属 
性 ,以 及 拓扑 性 质 上 的 内 在 一 致 性 。 
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(5) 数据 完整 性 

包括 数据 范围 数据 的 分 层 、 实 体 类 型 、 属 性 数据 和 名 称 等 各 方面 的 数据 完整 
性 。 

(6) 数据 情况 说 明 

要 求 对 数据 的 来 源 \ 数 据 内 容 及 其 处 理 过 程 等 做 出 准确 ,全面 和 详尽 的 说 明 。 


二 、 空 间 数 据 的 误差 类 型 


空间 数据 的 质量 通常 用 精度 来 衡量 , 而 数据 的 精度 反映 的 是 数据 误差 离散 的 
程度 。 数 据 质量 的 优 劣 虽 不 能 用 一 个 误差 的 大 小 来 衡量 , 但 误差 的 大 小 可 以 直接 
影响 精度 这 一 统计 量 的 数值 。 随 着 数据 采集 、 分 析 处 理 和 应 用 过 程 中 的 每 一 步 ,都 
有 可 能 引起 误差 的 产生 。 影 响 数据 质量 的 误差 源 可 分 为 以 下 几 种 : 

(1) 直接 测 其 数据 的 误差 

直接 测 基 主要 指 常规 大 地 测量 .工程 测量 .GPS 测量 和 一 些 其 他 直接 测量 方 
法 。 用 这 些 测 重 方法 得 到 的 表示 空间 位 置信 息 的 数据 , 常 含有 随机 误差 、 系 统 误 差 
和 人 少量 粗 差 。 在 测绘 学 科 ( 前 面 几 章 内 容 ) 中 , 对 这 些 测量 数据 的 处 理 和 精度 分 析 
做 了 较 全 面 深 入 的 研究 。 

(2) 遥感 数据 的 误差 

伯 感 与 摄影 测量 是 获得 GIS 数据 的 一 种 重要 方法 。 遥 感 数据 的 质 声 问 题 来 
自 于 遥感 观测 ,遥感 图 像 处 理 和 解释 过 程 , 包括 分 辩 率 、 几 何 时 变 和 辐射 误差 对 数 
据 质量 的 影响 , 影像 或 图 像 校正 匹配 , 判读 和 分 类 等 引入 的 误差 和 质量 问题 。 遥 感 
数据 含有 几何 和 属性 两 方面 的 误差 。 

(3) 地 图 数字 化 数据 的 误差 

地 图 数字 化 数据 也 是 GIS 数据 的 一 个 重要 数据 来 源 。 数 字 化 方式 主要 有 手 
工 数字 化 和 扫描 数字 化 两 种 。 由 于 扫描 仪 的 分 辨 率 和 精度 提高 , 使 得 扫描 后 矢志 
化 逐渐 成 为 更 重要 的 地 图 数字 化 手段 。 影 响 数字 化 数据 精度 的 主要 因素 有 :地 图 
原 图 的 固有 误差 ;图 纸 变形 误差 ;地 图 要 素 本 身 的 密度 、 宽 度 和 复杂 程度 的 影响 ; 数 
字 化 仪 或 扫描 仪 的 仪器 误差 ;操作 员 及 操作 方式 的 影响 等 。 

(4) 属性 数据 与 文档 数据 的 误差 

属性 数据 与 文档 数据 也 是 GIS 的 重要 数据 , 一 般 由 调查 统计 方法 得 到 , 要 求 
数据 要 完整 ,清晰 无 错误 。 

(5) 误差 传播 问题 

GIS 产品 是 利用 含有 误差 的 空间 数据 , 通过 GIS 分 析 操作 产生 的 。 整 个 过 程 
中 , GIS 数据 的 误差 或 不 确定 性 均 会 以 某 种 方式 传播 , 不 仅 有 算术 关系 下 的 误差 伟 
播 , 还 有 逻辑 关系 下 的 误差 传播 和 不 精确 推理 关系 下 的 误差 传播 等 。 

(6) 数据 转换 与 计算 误差 全 加 分 析 及 其 他 质量 问题 
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GIS 中 数据 转换 误差 包括 数据 结构 的 转换 、 数 据 格 式 和 数据 计算 变换 中 的 误 
差 ,如 矢量 数据 转换 为 栅 格 数据 会 产生 属性 误差 和 拓扑 匹配 误差 , 不 同文 件 格式 的 
转换 会 造成 信息 损失 和 精度 损失 等 。 倒 加 分 析 时 往往 会 产生 拓扑 匹配 、 位 置 和 属 
性 方面 的 质量 问题 。 

需要 说 明 的 是 , GIS 数据 的 质量 问题 是 一 个 相对 的 概念 ,衡量 数据 质量 的 标准 
也 会 随 着 具体 应 用 的 特点 和 要 求 而 变化 。 同 时 , 数据 具有 不 确定 性 ,许多 质量 因素 
并 不 明显 或 很 难 确定 , 因此, 在 数据 质量 问题 中 , 有 可 以 减 小 甚至 消除 的 误差 ,也 有 
难以 检测 和 控制 的 因素 。 


三 、 对 地 图 数字 化 数据 误差 的 分 析 


正如 本 节 二 中 所 述 ,地 图 数字 化 数据 误差 主要 源 自 地 图 的 固有 误差 和 数字 化 
过 程 中 引入 的 误差 。 


1. 地 图 的 固有 误差 


该 种 误差 是 指数 字 化 原 图 本 身 所 具有 误差 , 主要 包括 有 : 

1) 控制 点 和 地 物 点 引入 的 误差 及 其 展 绘 误差 。 

2) 地 图 投影 变形 误差 。 

在 绘制 地 图 时 , 我国 采用 的 是 高 斯 正 形 投影 , 离 分 带 中 央 子 午 线 越 远 , 变形 越 
大 。 以 3" 带 分 带 为 例 , 在 我 国 幅员 内 其 长 度 变形 均 大 于 1/9000, 海南 地 区 由 于 续 
度 低 ,其 长 度 变形 达 1/3100。 

3) 地 图 编 绘 绘图 、 地 图 综合 、 复 制 和 分 色 板 套 合 等 误差 。 

4) 图 纸 材料 变形 的 误差 。 

由 于 图 纸 的 大 小 随 温度 的 变化 而 变化 。 在 温度 不 变 的 情况 下 , 若 湿度 由 0% 
增加 到 25%, 则 图 纸 的 尺寸 可 能 改变 1.6% 。 图 纸 的 膨胀 率 与 收缩 率 也 不 相同 , 即 
使 温度 恢复 到 原来 的 水 平 ,图 纸 也 并 不 能 恢复 到 原来 的 尺寸 。 在 印刷 过 程 中 , 纸张 
先 随 温度 的 升 高 而 变 长 变 宽 , 又 由 于 冷却 产生 收缩 , 最 后 图 纸 在 长 、 宽 方向 的 净 增 
长 约 为 1.25% 和 2.5% ,变形 误差 的 范围 是 0.24 一 0.48mm。 若 采用 聚 酯 薄膜 做 
二 底 图 , 材料 变形 误差 则 相对 较 小 。 

5) 特征 定义 与 特征 夸大 误差 。 

地 面 上 许多 特征 并 无 明确 的 界限 ,如 海岸 线 、 森 林地 界 等 定义 引起 某 些 不 确定 
性 。 为 了 增强 图 的 可 读 性 , 有 时 又 需要 专 大 某 些 特征 , 如 分 界线 一 般 没有 宽度 , 但 
在 图 上 表示 时 , 必然 占 一 定 的 宽度 。 


2. 数字 化 过 程 中 引 人 的 误差 


该 种 误差 主要 与 被 数字 化 的 要 素 对 象 数字 化 仪 数字 化 操作 方式 和 操作 人 员 
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的 技能 有 关 : 

(1) 数字 化 要 素 对 象 

要 素 本 身 的 宽度 、 密 度 和 复杂 程度 对 数字 化 的 质量 有 显著 影响 。 例 如 , 粗 线 比 
细 线 更 容易 引起 误差 ;复杂 曲线 比 直线 容易 引起 误差 ;密集 要 素 比 稀 琉 要 素 容易 引 
起 误差 等 。 

(2) 数字 化 仪 

数字 化 仪 的 分 辩 率 和 精度 对 数字 化 的 质量 有 决定 性 的 影响 。 选 择 数字 化 仪 时 
要 注意 其 实际 分 辩 率 和 精度 往往 略 低 于 其 标 称 精度 。 

(3) 数字 化 操作 人 员 与 操作 方式 

操作 人 员 的 技能 和 经 验 直接 影响 到 采集 数据 的 精度 操作 员 的 疲劳 程度 和 数 
字 化 速度 也 会 产生 不 同 的 影响 。 操 作 方式 (包括 选择 采 点 数目 和 选择 采 点 的 点 方 
式 或 流 方式 等 ) 的 不 同 也 会 产生 不 同 的 影响 。 

扫描 数字 化 是 采用 高 精度 的 扫描 仪 将 图 形 、 图 像 等 扫描 并 形成 栅 格 数据 文件 ， 
再 利用 扫描 矢 基 化 软件 对 栅 格 数据 文件 进行 处 理 , 将 其 转换 为 矢量 图 形 数据 。 扫 
描 数字 化 数据 产生 误差 的 因素 包括 : 原 图 的 清晰 度 、 扫 描 仪 的 分 辩 率 和 精度 ,扫描 
仪 的 操作 人 员 经 验 和 技能 以 及 扫描 矢量 化 软件 的 功能 与 质量 等 。 

综 上 所 述 ,影响 地 图 数字 化 数据 质量 的 因素 很 多 , 其 中 既 有 随机 因素 , 又 有 系 
统 因 素 。 

实践 表明 , 常规 测量 得 到 的 测量 数据 的 随机 误差 一 般 都 服从 正 态 分 布 ;但 数字 
化 方法 的 测量 数据 由 于 其 所 受 影响 的 因素 更 复杂 , 一 些 实验 分 析 表 明 , 它们 不 一 定 
服从 严格 的 正 态 分 布 ,而 是 服从 渐 近 的 正 态 分 布 (例如 , 服从 拉 普 拉 斯 分 布 和 P- 范 
分 布 )。 


第 三 节 ”空间 数据 的 内 插 


对 空间 数据 采集 时 , 无 论 是 观测 值 个 数 还 是 观测 点 的 分 布 , 既 不 是 无 限 多 个 ， 
也 不 可 能 分 布 有 规则 。 有 时 需要 获知 感 兴趣 但 又 未 观测 的 点 的 特征 , 例如 地 面 上 
任意 一 点 的 高 程 , 这 种 以 参考 点 (观测 点 ) 上 的 信息 (z, y, z) 求 定 其 他 待定 点 上 的 
高 程 问题 , 在 数学 上 属于 插值 技术 。 一 般 说 来 , 任意 一 种 内 插 方 法 都 是 基于 原始 函 
数 的 连续 光滑 性 ,或 者 说 邻近 的 数据 点 之 间 存 在 很 大 的 相关 性 , 这 才 有 可 能 由 邻近 
的 数据 点 内 插 出 待定 点 的 数据 。 


一 、 双 线性 多 项 式 ( 双 曲面 ) 内 插 


根据 最 邻近 的 4 个 数据 点 , 可 确定 一 个 双 线性 多 项 式 





i (5.1) 


一 aoo + air+any+auzy 


Q00 201 1 
z=[1 z] (5 
aw0 a 3 


可 见 ,利用 4 个 已 知 数据 可 求 出 4 个 系数 ao\aio\aot 和 alt, 然后 根据 待定 点 坐标 
(z,y) 与 求 出 的 系数 即 可 内 播 出 该 点 的 高 程 。 双 线性 多 项 式 的 特点 是 : 当 坐标 x 
(或 y) 为 常数 时 ,高 程 z 与 坐标 y( 或 x) 成 线性 关系 , 故 称 其 为 “ 双 线性 ”。 

当 4 个 数据 为 正方 形 排列 时 , 设 边 长 为 ,如 图 5.4 所 示 , 由 p 点 所 在 格 网 的 4 
个 拐角 点 高 程 z;(i,j = 0,1), 可 列 出 关于 系数 ai 的 方程 


或 用 矩阵 形式 表示 ,有 


zo0 1 zo yo Zoyo Qo0 

zi0 1 zl yo Tiyo a 
= (5.3) 

zo 1 zo y zoyi aol 

zn 1 zl 31 zy au 
B=- £4 (5.4) 
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这 是 一 个 正则 方程 ,因此 
= 下 -1Z (5.5) 


车 内 插 点 p 相对 于 (zo, yo) 点 的 坐标 为 (z,y), 且 考虑 到 zi- zo=?1-3yo= 4, 则 
得 内 插 公式 为 


zp = (1 一 于)(1 -2)zo0 + (1 一 2Y) Friot 
ra 荆 z1l (5.6) 


双 线 性 多 项 式 内 揪 只 能 保证 相 邻 区 域 接 边 处 的 连续 , 却 不 能 保证 光滑 。 但 计算 工 
作 量 较 小 , 因而 常 被 采用 。 


二 、 双 三 次 多 项 式 (三 次 曲面 ) 内 插 


双 三 次 多 项 式 是 双 线 性 多 项 式 的 推广 , 对 双 三 次 多 项 式 采 用 分 块 方式 , 每 一 分 
块 都 可 以 定义 出 一 个 不 同 的 多 项 式 曲面 , 当 n 次 多 项 式 与 其 相 邻 分 块 的 边界 处 所 
有 nn 一 1 次 导数 都 连续 时 , 称 之 为 样 条 函数 。 

设 有 三 次 曲面 方程 为 


ey 
re 
aoo + aloT + a2072 + ayr 十 
aoly + allzy + azlz2y + Q31733 + 人 人 
ao232 + alazy2 + a22z232 + Qa2z332 十 


3 3 S33 
ao3y + al + a23T233 + a33Z3y 


写成 矩阵 形式 ,有 


146 . 





Q00 aol 202 403 1 


Qi0 Qi 412 413 学 
z=[1 x zz x] (5.8) 
2 
420 Aa21 22 a y 
3 
Q30 a3 G32 433 了 


若 数据 点 呈 方 格 网 分 布 , 如 图 5.5 所 示 , 将 坐标 原点 平移 至 待定 点 p 所 在 方 格 网 
之 左下 角 , 则 p 点 坐标 (z,y) 满足 0 入 z 受 4,0 和 > 的 !, 其 中 /为 格 网 边 长 ,为 
了 方便 ,不 妨 令 1=1, 则 0<zr<1,0<y<1。 





图 5.5 


由 (5.8) 式 可 见 ,待定 系数 共有 16 个 ,除了 请 点 所 在 格 网 4 个 结 点 信息 (z,y， 
z) 能 列 出 4 个 方程 外 , 其 余 12 个 方程 只 能 根据 每 个 结 点 处 在 沿 x 轴 和 y 轴 两 个 
方向 的 斜率 (一 阶 偏 导数 )R、S 以 及 扭矩 (二 阶 混合 导数 )T 列 出 。 即 有 


= az 
Re 
az 
S=3 (5.9) 
9 a 
re 9G 


对 于 图 5.5 中 p 点 所 在 的 格 网 , 4 个 结 点 的 三 维 坐 标 分 别 是 0(0,0, z0), 1(1,0， 
z1),2(1,1, zz),3(0,1, z3)。 以 0 点 为 例 ,所 建立 的 4 个 方程 为 
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9 1 
Ro= S| = 2 zs) 
(5.10) 
su = | = 车 ( ) 
0 ay a 3™ 电 9 








Ci 1 
To = 37(95) = 4(22+z6— x4— ze) 


按 同样 的 方法 可 建立 分 别 以 1、2、3 为 结 点 的 其 他 共 12 个 上 述 类 型 的 方程 。 
用 格 网 4 个 结 点 的 高 程 ,以 及 由 各 相关 数据 点 ( 相 邻 的 其 他 格 网 的 结 点 ) 高 程 
计算 得 到 的 两 个 方向 上 的 斜率 和 扭矩 数值 可 以 组 成 一 个 4x4 阶 的 常量 矩阵 Z, 即 


So SB 
Ro To R 7T3 
Z= (5.11) 


zl SI z2 Sz 


RI TI R, 7T2 


R= 呈 =[0 1 2z 377]All y yy 


Ss=E=[l z zz xz3]4[0 1 2y 3y2]7 (5.12) 
T-=-z -[0 12z 3z]4A[0 1 2y 3yz]r 
aray wi 了 


式 中 :4 为 待 求 系数 矩阵 ,也 就 是 (5.8) 式 右 端的 第 二 项 。 
将 户 点 所 在 格 网 的 4 个 结 点 的 平面 坐标 分 别 代入 上 式 , 则 得 
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2Z = A (9 


写成 紧凑 矩阵 形式 ,有 


= A (5.14) 


不 难 求 得 X 与 Y 的 道 矩 阵 , 有 


X-1 = Y-1 = (5.15) 


因此 , (5.14) 式 的 解 为 
= 于 -1Z(Y-1)T (5.16) 
三 次 曲面 (多 项 式 ) 内 插 用 于 精确 的 局 部 内 插 , 即 在 每 一 个 方 格 网 内 拟 合 一 个 
三 次 曲面 , 由 于 同时 还 考虑 了 一 阶 偏 导数 与 二 阶 混合 导数 , 因而 它 能 保证 相 邻 的 各 
曲面 之 间 的 连续 与 光滑 。 
三 、 移 动 拟 合法 内 插 
这 种 方法 是 以 待定 点 为 中 心 的 单 点 移 面 内 插 方法 。 对 每 一 个 待定 点 取 一 个 多 
项 式 曲 面 来 拟 合 该 点 附近 的 地 形 表面 。 此 时 , 取 用 待定 点 p 为 圆心 , 以 > 为 半径 


作 圆 (图 5.6), 凡 落 在 圆 内 的 数据 点 即 被 选用 。 所 选 点 数 应 根据 采用 的 局 部 拟 合 
函数 来 确定 , 在 二 次 曲面 内 插 时 , 数据 点 个 数 n >6, 且 数 据点 i 到 待定 点 p 的 距离 


M9. 








VAr?+A = di<r 


(5.17) 


式 中 :Azi= zi 一 xp;Ayi= yi 一 yp;(Azis Ay;) (i=1,2,…,n) 相 当 于 圆 内 数据 点 


经 中 心 化 后 的 坐标 。 此 时 的 二 次 多 项 式 可 写 为 
z= AArz+BAzrAy+ CAy + DAzr + EAy+F 
数据 点 i 对 应 的 误差 方程 式 为 


vi = Ar 给 + AziAyB + AyIC + AziD + AyE +F -2z! 


写成 矩阵 -向 量 形 式 , 有 


V= KX-2° 


式 中 ， 


.人 


(5.18) 


(5.19) 


(5.20) 





Ar? AriAy! Ay? Ar Ay 1 


Az3 ArzAyz Ay Arz Ay, 1 


x2 ArnAy Ays Ar Ay 1 


2° = 





Lz9 


由 于 圆 内 每 个 数据 点 i 相对 于 中 心 点 (待定 点 )p 的 作用 各 不 相同 , 因此 要 对 
每 个 数据 点 定 权 。 常 采用 如 下 几 种 定 权 公 式 : 


be 





ri 
六 一 好 





pi = (Sy (5.21) 


di 
pi = exp( 一 有 


式 中 :k 为 一 个 供 选择 的 常数 。 

可 见 ,3 种 定 权 公式 都 与 数据 点 到 待定 点 的 距离 d; 有 关 , d; 越 小 , 对 待定 点 的 
影响 愈 大 ;反之 , 亦 真 。 

需要 指出 的 是 ,这 里 的 权 p; 并 不 代表 数据 点 i 的 观测 精度 ， 只 表明 该 数据 点 
对 待定 点 的 关联 程度 。 此 外 , 究竟 选用 哪 种 定 权 形式 , 应 根据 地 形 实验 选取 。 

按 数据 处 理 的 步骤 ,根据 (5.20) 式 组 成 法 方程 并 对 其 求解 , 得 二 次 曲面 系数 的 
解 为 


X= (KTPK)-IKTIPZ0 (5.22) 


在 解 向 量 X 中 ,由 于 Azw = Ayp = 0, 所 以 系数 下 就 是 待定 点 的 内 插 高 程 值 。 

利用 二 次 曲面 移动 拟 合法 内 插 时 , 对 点 的 选择 除了 应 满足 x > 6 外 , 还 应 保证 
各 个 象限 都 应 分 布 有 数据 点 , 且 地 形 起 伏 变 化 较 大 时 , 半径 ~ 不 能 取得 过 大 。 当 
数据 点 稀 朴 或 分 布 不 均匀 乃至 有 路 变数 据 范围 时 , 应 考虑 采用 其 他 局 部 函数 拟 合 。 

除 上 述 介 绍 的 局 部 内 插 技 术 外 ,还 有 其 他 一 些 内 插 方法 , 如 多 面 函数 法 , 最 小 
二 乘 配置 法 ,有 限 元 法 内 插 等 。 这 些 方 法 常用 于 数据 表面 复杂 , 待 求 点 众多 的 地 形 
表面 ,用 于 生成 规则 格 网 的 数字 地 面 模型 (DEM)。 总 之 , 内 插 技术 的 应 用 是 十 分 
广泛 的 ,限于 篇 幅 不 能 一 一 介绍 。 


第 四 节 ”地 图 投影 的 基本 概念 
在 各 类 地 理 信息 系统 的 建立 过 程 中 , 选择 适当 的 地 图 投影 系统 是 必须 首要 考 
虚 的 问题 之 一 。 这 是 因为 各 种 地 理 信息 的 输入 输出 以 及 分 析 , 匹配 处 理 等 都 应 处 


在 一 个 统一 的 定位 框架 内 ,使 各 种 来 源 的 地 理 信息 和 数据 能 够 具有 共同 的 地 理 基 
础 。 
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一 、 投 影 与 变形 


投影 在 数学 上 是 指 建立 两 个 点 集 间 一 一 对 应 的 映射 关系 。 所 谓 地 图 投影 ,就 
是 建立 地 球 表 面 上 的 点 与 投影 平面 上 点 之 间 的 一 一 对 应 关系 。 也 就 是 将 椭 球 面 上 
的 各 元 素 (包括 坐标 ,方向 和 长 度 ) 按 一 定 的 数学 法 则 投影 到 平面 上 。 这 个 数学 法 
则 可 表示 为 


r= F(B,L) (5.23) 
y = F,(B,L) 
式 中 :(B, 荆 ) 是 椭 球面 上 某 点 的 大 地 坐标 ;(z,y) 是 该 点 投影 后 的 平面 直角 坐标 。 

为 了 建立 椭 球 面 元 素 与 投影 面相 对 应 元 素 之 间 的 解析 关系 式 , 不 同 的 投影 方 
法 产生 了 众多 投影 种 类 。 有 人 统计 全 世界 大 约 有 250 余 种 各 种 各 样 的 投影 方法 ， 
而 解析 投影 方法 的 本 质 特征 都 是 由 坐标 投影 公式 (5.23) 中 下 的 具体 形式 体现 的 。 

椭 球 面 是 一 个 凸 起 的 、 不 可 展 平 的 曲面 。 如 果 将 这 个 曲面 上 的 元 素 , 比如 一 段 
距离 、 角 度 、 一 个 图 形 投影 到 平面 上 , 就 会 和 原来 的 距离 .角度 、 图 形 呈 现 差异 ,这 一 
差异 即 为 投影 变形 。 投 影 变形 一 般 分 角度 变形 \ 长 度 变形 和 面积 变形 3 种 。 

地 图 投影 产生 变形 是 不 可 避免 的 , 人 们 可 以 根据 需要 使 其 一 种 变形 为 零 , 也 可 
以 使 全 部 变形 都 减 小 到 某 一 适当 程度 。 例 如 , 地 图 投影 中 产生 的 所 谓 等 角 投 影 ( 投 
影 前 后 的 角度 相等 ,长 度 和 面积 有 所 变形 ) .等 距 投影 (投影 前 后 的 长 度 相等 , 角度 
和 面积 有 变形 ) 以 及 等 积 投影 (投影 前 后 的 面积 相等 , 角度 和 边 长 有 变形 ) 等 。 

等 角 投影 又 称 正 形 投影 。 采 用 正 形 投影 就 意味 着 在 椭 球 面 上 进行 的 大 量 角 度 
观测 元 素 在 投影 前 后 保持 不 变 ; 它 可 以 保证 在 有 限 范围 内 地 图 上 的 图 形 同 椭 球 面 
上 的 原形 保持 相似 。 由 于 在 正 形 投影 中 ,长 度 比 仅 与 点 的 位 置 有 关 , 而 与 方向 无 
关 , 这 就 给 测 制 地 图 以 及 在 地 图 上 进行 各 种 量 算 工 作 等 带 来 极 大 方便 。 


二 、 高 斯 投影 


高 斯 投影 又 称 横 轴 等 角 切 椭圆 柱 投 影 。 它 是 用 一 个 假想 的 椭圆 柱 面 横 套 在 地 
球 椭 球 体外 面 , 该 椭 贺 柱 面 与 椭 球 面 的 切线 为 某 一 经 线 (投影 中 称 其 为 中 央 子 午 线 
或 轴 子 午 线 ), 椭 圆柱 的 中 心 轴 通 过 椭 球 体 中 心 ,然后 根据 一 定 的 约束 条 件 ( 即 投影 
条 件 ), 将 中 央 子 午 线 两 侧 规定 的 经 差 范围 内 所 有 点 投影 到 椭圆 柱 面 上 , 再 将 此 柱 
面 展 开 即 成 为 投影 面 ,如 图 5.7 所 示 。 
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高 斯 投影 是 正 形 投影 中 的 一 种 。 它 除了 应 该 满足 正 形 投影 的 一 般 条 件 (长 度 

与 方向 无 关 ) 外 , 还 应 满足 高 斯 投影 本 身 的 特殊 条 件 。 综 合 所 述 ,高 斯 投影 必须 
满足 下 述 3 个 条 件 : 

1) 中 央 子 午 线 和 地 球 赤道 投影 后 成 为 相互 垂直 的 直线 , 且 为 投影 的 对 称 轴 ; 

2) 中 央 子 午 线 投影 后 长 度 不 变 ; 

3) 投影 具有 正 形 条 件 , 即 等 角 投影 。 

根据 上 述 条 件 推导 出 的 高 斯 投影 坐标 正 算 [ 由 大 地 坐标 (了 B, 工 ) 求 平面 坐标 
(z,y)] 公 式 为 


一 LisinBcos? B(5-t2+ 


Na 让 
r= X+ 了 msinBcosBL“2 + 24p 


2p 


9 + 47) 1 + sinBeos B(61 ~ 5812 + 14)1°% 


720p 
(5.24) 





y = NeosBr” + N 


603° B(1 一 经 + T+ 


120p NscosB(S — 1812 + 44 + 147° 一 587°12) 1 


式 中 : zx,y 为 投影 后 的 高 斯 平面 纵 、 横 坐标 ;X 为 经 度 为 零 时 对 应 的 纵 坐标 值 , 也 
就 是 由 赤道 至 纬度 B 处 中 央 子 午 线 弧 长 ;B 为 纬度 ;1” 为 以 角 秒 为 单位 的 经 差 ; N 
为 卯 酉 圈 曲 率 半径 ;p”=206 265;4 =tanB;7=e cosB, 其 中 为 地 球 的 第 二 偏心 
率 [ 见 后 续 公式 (5.41) 的 说 明 ]。 

顺便 给 出 高 斯 投影 坐标 反 算 [由 平面 坐标 (z, y) 求 大 地 坐标 (B, 工 )] 公 式 为 


.15% 





Ep + gn22) ys 一 
B= B- 3MN)Y r+AM + W977)Y 


61 + 9017 + 451$)ys 
uA 的 (5.25) 


1 1 Ee 
= 一 1+2tf+3f)y + 
NyrcosB1 ? GN3cosB/ 三 


EI VANE Sd Gn nd) ys 
+ J20NScosBS + 287 2417 + 677 + B917)Y 


式 中 : Br 为 横 坐 标 值 等 于 零 时 对 应 的 纬度 , 也 就 是 将 x 看 做 X 时 由 子午 线 弧 长 公 
式 反 求 出 的 纬度 ,也 时 称 底 点 纬度 。M 为 横 坐 标 值 等 于 零 时 所 对 应 的 子午 圈 曲 
率 半径 ;其 余 有 下 标 了 的 各 基 也 都 是 类 似 上 述 的 各 自 相 应 的 意义 。 

高 斯 投影 长 度 变形 用 大 地 坐标 表示 的 长 度 比 公式 为 


m= 1+ 二 1?co8B(1+ 邦 ) + 二 CeostB(5 - 447) (5.26) 


式 中 各 量 的 意义 同 (5.24) 式 。 
若 以 平面 坐标 表示 的 长 度 比 公式 为 


和 (5.27) 


式 中 :Rw = VMN 表 示 大 地 线 ( 椭 球 面 上 的 两 点 最 短 连 线 ) 始 末 两 端点 的 平均 曲率 
半径 ;yw 为 平面 上 相应 两 端点 的 横 坐标 均值 。 

由 长 度 比 公式 可 见 ,高 斯 投影 长 度 变形 具有 如 下 特点 : 

1) 中 央 子 午 线 上 无 变形 , 其 余子 午 线 均 凹 向 中 央 子 午 线 , 并 向 两 极 收敛 ， 

2) 同一 条 经 线 上 ,纬度 越 低 , 变形 越 大 ; 

3) 同一 条 纬 线 上 , 离 中 央 子 午 线 越 远 , 变形 越 大 。 

为 了 限制 长 度 变形 , 通常 采用 投影 分 带 的 办 法 , 按 着 一 定 间隔 的 经 差 (6" 或 3") 
划分 为 相互 不 重 秋 的 投影 带 , 如 图 5.8 所 示 。6" 带 是 由 起 始 子午 线 算 起 , 每 隔 经 差 
6° 自 西向 东 划 分 为 60 个 投影 带 ,每 带 中 央 子 午 线 的 经 度 Lo 与 带 号 x 有 如 下 关系 


Lo=6°n-3" 


143. 





7 = 人 (Lo+3) (5.28) 


9° 69 75 $81 87 93 9% 105 1 17 123 129 135 







”| ia: 12 


Lole I | 72 


Wi 


3" 带 是 在 6" 带 的 基础 上 划分 的 。 第 一 个 3" 带 的 中 央 子 午 线 与 第 一 个 6" 带 中 央 
子午 线 是 相 重 合 的 , 自 西向 东 全 球 划分 为 120 个 3" 带 。3" 带 中 央 子 午 线 的 经 度 Lo 
为 


图 5.8 


Lo = 3°n’ (5.29) 


我 国 幅员 辽阔 , 自 西向 东 横 跨 11 个 6" 带 宽 ( 由 13 一 23 带 )。 

在 投影 平面 上 , 中 央 子 午 线 和 赤道 的 投影 都 是 直线 且 为 纵 , 横 坐 标 轴 , 其 交点 
为 坐标 原点 ,构成 了 高 斯 平面 直角 坐标 系 。 不 难 理解 , 我 国 的 纵 坐 标 都 是 正 值 ;为 
避免 横 坐 标 出 现 负 值 , 通常 在 横 坐 标的 自然 值 前 面 加 上 某 一 常数 (例如 6" 带 的 y 
坐标 自然 值 加 500km)。 并 在 y 值 前 面 再 冠 以 带 号 , 称 这 种 坐标 为 国家 统一 坐标 。 

顺便 指出 , 在 进行 高 斯 投影 坐标 反 算 以 及 大 地 测量 观测 值 向 椭 球面 .高 斯 平面 
作 归 化 和 改 化 计算 时 ,所 用 到 的 y 值 应 取 自然 值 。 


三 、 投 影 面 与 投影 带 的 选择 


由 第 五 章 第 一 节 和 本 节 前 面 的 内 容 可 知 , 地 面 上 的 观测 值 (坐标 、 角 度 或 边 长 
等 ) 首 先 要 归 化 到 某 一 高 度 的 椭 球 体面 上 , 然后 按 着 高 斯 正 形 投影 到 平面 上 。 不 妨 
以 边 长 为 例 , 如 图 5.9 所 示 , D 为 测 线 平均 高 程 面 上 经 气象 ,倾斜 改正 后 的 边 长 ， 
如 果 将 其 归 化 到 参考 椭 球 面 上 , 其 边 长 改正 数 为 ， 
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测 线 平均 高 程 面 


D 
任意 高 度 的 椭 球 面 


He 






O 


图 5.9 


Ho + hm ， (Hn + 六 


Re a JD (5.30) 
和 


AD = [- 


式 中 ; RA 为 测 线 方向 参考 楷 球 面 法 截 弧 的 曲率 半径 , RA = /MN (1 -全 
cosB2,cos2a);e 为 第 一 偏心 率 , 克 氏 椭 球 可 取 。 = 0. 0066934; B,, 为 测 线 中 点 续 
度 ;a 为 测 线 所 处 方位 角 ; H。 为 高 出 大 地 水 准 面 的 高 程 ,如果 是 将 测 线 投影 到 任 
意 高 度 的 椭 球 面 上 , 此 时 的 有 ,就 表示 高 出 任意 实 球 面 的 高 差 ;h,, 为 大 地 水 准 面 
与 参考 权 球 面 的 差 数 。 

如 果 令 归 化 到 参考 机 球面 上 的 长 度 为 S, 则 由 高 斯 正 形 投影 长 度 比 公式 
(5.27) 式 可 得 边 长 改 化 公式 为 


2 过 
= (mAvy 
AS = GR + 24R2)S (5.31) 


式 中 : Rw 为 测 区 平均 纬度 下 的 平均 曲率 半径 ;yw 为 测 线 两 端 模 坐 标 均值 ; Ay 为 
测 线 两 端 模 坐 标 之 差 。 

顺便 指出 , (5.30) 式 与 (5.31) 式 是 理论 上 的 精确 公式 , 实际 中 公式 里 的 各 量 常 
以 近似 值 代替 , 并 且 公 式 右 端 的 第 二 项 也 常 被 舍弃 。 若 取 近 似 关系 式 , 则 有 
2 


1 
2Ri < T 





~ 工 


(5.32) 
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式 中 :R 为 测 区 平均 曲率 半径 ;HH 为 高 出 某 一 梯 球 面 的 高 差 ;十 是 允许 的 长 度 变形 
( 闭 值 )。 为 了 满足 城市 1: 500 比例 尺 测 图 和 各 种 市 政工 程 施工 放样 的 精度 , 取 
天 入 而 0860, 相当 于 长 度 变形 值 应 不 大 于 2. 5cm/km 为 原则 。 

由 高 斯 投影 的 特点 3) 可 知 , 离 中 央 子午 线 越 远 , 投影 后 的 长 度 变形 就 愈 大 。 
我 国 幅员 东西 跨度 由 东经 72" 到 136" 之 间 , 其 中 不 乏 有 的 地 区 和 城市 位 于 分 带 的 
边缘 子午 线 附近 , 仅 以 3" 带 为 例 , 在 变形 较 小 的 纬度 55* 地 区 , 边缘 子午 线 附近 的 
长 度 变形 就 已 达 1/8800, 在 变形 较 大 的 纬度 20" 地 区 , 边缘 子午 线 附近 的 变形 值 达 
1/3300。 可 见 ,为 了 有 效 地 限制 边缘 子午 线 附近 的 变形 , 有 时 还 按 1.5° 的 经 差分 
带 , 它 可 以 3" 带 为 基础 划分 ,也 可 以 任意 一 条 子午 线 为 中 央 子午 线 划分 1.5" 带 。 
但 均 不 属于 国家 统一 的 坐标 系 。 

由 (5.32) 式 可 见 ,引起 长 度 变形 的 不 仅 是 由 于 投影 本 身 以 及 投影 带宽 度 的 划 
分 ;观测 值 的 归 化 过 程 也 将 引起 长 度 变形 。 当 归 化 高 程 H,, 大 约 等 于 160m 时 , 归 
化 引起 的 长 度 变 形 达 1/40 000。 我 国 西北 部 地 势 海拔 高 于 东 、 南 部 地 区 , 城市 平均 
高 程 大 于 160m 的 不 在 少数 。 为 了 满足 城市 大 比例 尺 测 图 以 及 各 种 市 政 建设 , 施 
工 放样 等 工作 对 精度 的 要 求 ,对 某 些 地 理 位 置 处 于 边缘 子午 线 附近 ,或 测 区 平均 高 
程 较 大 的 或 两 者 兼 而 有 之 的 城市 或 地 区 , 投影 带 与 投影 面 的 选择 是 十 分 重要 的 
实际 上 也 就 是 坐标 系统 的 选择 问题 。 选 择 的 基本 出 发 点 是 ; 

1) 当 长 度 变形 值 <2.5cm/km 时 , 可 采用 国家 统一 的 3" 带 (或 6" 带 ) 坐 标 系 ; 

2) 当 长 度 变形 值 >2. 5cm/km 时 , 可 采用 任意 带 的 高 斯 投影 平面 直角 坐标 
系 ,其 中 ， 

Q@ 改变 带宽 , 取 用 1.5" 带 或 移动 中 央 子 午 线 使 其 通过 测 区 中 央 来 限制 由 于 测 
区 处 于 3" 带 边缘 产生 的 投影 变形 ; 

@ 选择 不 同 高 度 的 相对 参考 椭 球 面 (如 抵偿 面 或 城市 平均 高 程 面 ) 来 限制 由 
于 归 化 高 程 引起 的 长 度 变形 ; 

@ 根据 需要 , 有 时 可 能 要 联合 使 用 方法 四 和 方法 @ 来 达到 限制 由 归 化 高 程 和 
投影 改正 引起 的 长 度 变形 。 

最 后 指出 ,我 国 1:100 万 地 形 图 采用 的 是 Lambert( 正 轴 等 角 割 圆锥 ) 投 影 , 其 
分 幅 原 则 与 国际 地 理学 会 标准 相 一 致 


第 五 节 ”空间 坐标 转换 
一 、 坐 标 系统 概述 





坐标 系统 是 由 坐标 系 和 基准 两 方面 要 素 构 成 的 。 坐 标 系 是 指 描述 空间 位 置 的 
表达 形式 ;而 基准 指 的 是 为 描述 空间 位 置 而 定义 的 一 系列 点 、 线 . 面 。 在 大 地 测量 
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中 , 基准 一 般 是 指 为 确定 点 在 空间 中 的 位 置 , 而 采用 的 地 球 椭 球 或 参考 椭 球 的 几何 
参数 和 物理 参数 , 及 其 在 空间 的 定位 、 定 向 方式 , 和 描述 空间 位 置 时 所 采用 的 单位 
长 度 的 定义 。 

不 同 的 地 球 椭 球 参数 , 不 同 的 椭 球 定位 和 定向 方法 都 将 产生 不 同 的 坐标 系统 ; 
相同 基准 下 , 由 于 描述 空间 位 置 的 表示 不 同 或 者 是 投影 方式 的 不 同 也 会 产生 出 不 
同 的 坐标 系统 。 可 见 , 测量 中 使 用 的 坐标 系统 远 不 止 一 二 种 , 这 也 就 应 运 产生 了 不 
同 坐标 系统 之 间 坐 标 转换 的 问题 , 其 中 包括 坐标 系 之 间 的 转换 和 基准 之 间 进 行 地 
转换 。 空 间 坐标 的 转换 有 的 是 在 二 维 空间 , 有 的 是 在 三 维 空间 。 有 时 发 生 在 椭 球 
面 之 间 , 有 时 发 生 在 椭 球 面 与 平面 之 间 , 或 者 是 发 生 在 平面 与 平面 之 间 。 其 目的 就 
是 ,根据 不 同 的 需要 将 源 于 不 同 的 表达 空间 信息 的 数据 都 置 于 某 一 统一 的 构架 之 
中 。 


二 、 空 间 坐标 转换 
1. 柚 球 面 之 间 的 坐标 转换 


1) 在 相同 的 基准 下 , 不 同 坐标 系 之 间 的 转换 。 其 中 , 由 大 地 坐标 转换 成 空间 
直角 坐标 的 公式 为 


X = (N+ H)cosBeosL (5.33) 
Y = (N + H)cosBsinL (5.34) 


Z= [N(1 ~ e?)+ HJ]sinB 





2 (5.35) 

= [N， 大 + HjsinB 

式 中 :a、b 为 地 球 椭 球 长 \ 短 半 轴 ;第 一 偏心 率 和 卯 西 圈 曲 率 半径 分 别 为 
Q2 一 .02 a 
e= ， N= = 
a V1- ezsin2B Se 
由 空间 直角 坐标 转换 成 大 地 坐标 的 公式 为 

工 = retin (5.37) 


Xx 
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本 (NTH (5.38) 
Batn /Er y)ING er HI 


H= -2 -Nl-e) (5.39) 
sinB 


在 采用 上 式 进 行 转换 时 , 须 用 迭代 的 方法 , 可 先 用 下 式 求 出 B 的 初 值 


六 


E= 
VX2 + Y2 





(5.40) 


然后 ,利用 纬度 B 的 初 值 正 求 定 互 、N 的 初 值 ,根据 H、N 的 初 值 再 次 求 定 B 值 。 
也 可 以 采用 下 述 公式 直接 转换 大 地 纬度 B 和 大 地 高 媚 


QZ + e'2bsin30 


B= arctan 一 一 “一 一 一 (5.41) 
VX2 + Y? - ezacos30 





其 中 :第 二 偏心 率 oa 0=arctan -一代 2 
2) 在 不 同 的 基准 下 , 相同 坐标 系 之 间 的 转换 , 实际 上 是 基准 间 的 转换 , 如 图 
5.10 所 示 。 基 准 间 转换 方法 有 许多 , 最 为 常用 的 是 布尔 沙 模型 , 又 称 为 七 参数 转换 


法 。 





图 5.10 


设 两 个 空间 直角 坐标 系 间 的 7 个 转换 参数 分 别 是 3 个 平移 参数 (Azo, Ayo， 
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Azo),3 个 旋转 参数 (wz, ov w), 1 个 尺度 参数 m。 令 (x4, yA, za)7 为 某 点 在 空 
间 直 角 坐标 系 A 的 坐标 , ( za, ys, zB)T 为 该 点 在 空间 直角 坐标 系 B 的 坐标 , 则 








XB Arzo IA 
ya|= |Ayo |+ (1+ m)R(w)|ya (5.42) 
ZB ZO ZA 
式 中 : 
1 0 0] 
R(w)= |0 cosw: sinw, (5.43) 
LO — sinw: coswzj 
[cosw, 0 — sinw, 
Rl(w,)=|0 1 0 (5.44) 
lsinw, 0 cosw, J 
[cosw: sinw. 0 
R(w:) = |- sinw。 cosw: 0 (5.45) 
L 0 0 1 
由 于 w;、w, 和 we。 一 般 均 为 小 角度 , 因此 有 
cosuw 一 1 ， sinw 到 (5.46) 


所 以 


R(w) = R(w:): R(w,) R(w,) 
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= |- w, 1 ws (5.47) 
w -or 1 
也 可 将 转换 公式 表示 为 
wz | 
rp zaA] [Azo 
Wy 
y8|= |ya|+ [Ayo [+ K (5.48) 
Orz 
zB zA zo 
m 
式 中 : 
0 -zh YA A 
K=| za 0 一 XA yA (5.49) 
-YA XA 0 zl 





顺便 指出 , (5.42) 式 和 (5.48) 式 表示 的 仅仅 是 不 同 基准 间 坐 标 系统 转换 的 关 
系 ,还 必须 根据 至 少 4 个 同名 (重合 ) 点 , 按 最 小 二 乘 准则 求 出 7 个 转换 参数 后 , 代 
入 (5.42) 式 或 (5.48) 式 方 能 进行 空间 直角 坐标 间 的 转换 。 


2. 椭 球 面 与 平面 之 间 的 坐标 转换 


1) 在 相同 的 基准 下 进行 的 , 例如 在 第 五 章 第 四 节 二 中 介绍 的 高 斯 投影 正 、 反 
算 公式 (5.24) 式 和 (5.25) 式 ,或 者 是 由 其 他 投影 方式 推导 出 的 坐标 正 、 反 算 公式 ， 
都 是 为 了 解决 椭 球 面 上 的 大 地 坐标 (B, 工 ) 与 平面 上 的 坐标 (z, y) 之 间 的 转换 , 可 
表示 为 (B, 工 ) 全 (zy)。 

2) 在 不 同 基准 下 的 平面 坐标 有 时 可 借助 空间 直角 坐标 作为 过 渡 坐 标 来 完成 
不 同系 统 间 坐 标的 转换 。 例 如 , 1954 年 北京 坐标 系 和 1980 年 国家 大 地 测量 坐标 
系 (也 称 1980 年 西安 大 地 坐标 系 ) 分 别 是 针对 克 氏 椭 球 元 素 和 IAG1975 年 推荐 的 
椭 球 参数 ,并 采用 不 同 的 椭 球 定位 方法 而 建立 起 来 的 两 个 不 同 的 测量 坐标 系统 。 


1 








显然 ,同一 点 在 不 同 坐标 系统 中 的 高 斯 半 面 直角 坐标 可 通过 下 列 过 程 实现 : 


(zy) (Bi, Li) > (Xi, Y1,21) > (Xz, Y2,22) = (Bz, L2) > (x2, y2) 
(5.50) 


式 中 :下 标 1 和 2 分 别 代表 两 种 坐标 系统 。 
当然 , 也 可 以 不 借助 空间 直角 坐标 , 而 直接 通过 大 地 坐标 进行 换算 , 其 过 程 为 


(zy1) ™ (Bi1,L1)=>(B2, L2) 一 (zzyy2) {3:51 


上 述 两 种 过 程 ,无论 采用 哪 一 种 , 除 必须 知道 两 个 参 心 坐标 系 所 属 的 地 球 椭 球 
元 素 外 , 还 必须 知道 (或 求 得 ) 能 实现 "一 "这 一 步 的 有 关 的 转换 参数 。 


3. 平面 与 平面 之 间 的 坐标 转换 

1) 在 相同 的 基准 、 相 同 的 投影 方式 下 进行 的 平面 坐标 间 的 转换 发 生 在 邻 带 之 
间 的 坐标 换算 。 例 如 高 斯 正 形 投影 是 按 一 定 的 经 差 宽 度 分 带 的 , 由 于 各 带 的 中 央 
子午 线 不 同 而 形成 的 坐标 系 也 不 同 , 时常 需要 在 6" 带 与 6" 带 之 间 , 6" 带 与 3" 带 以 及 
3 带 与 3 带 之 间 进 行 邻 带 坐 标 换算 。 其 过 程 是 , 按 高 斯 投影 反 算 公式 求 得 某 点 的 
大 地 坐标 


B= B(zi,y) 
(5.52) 


L=L(zr,y) 


然后 , 按 高 斯 投影 正 算 公式 求 得 该 点 在 新 的 中 央 子 午 线 为 投影 纵 轴 的 邻 带 内 的 高 
斯 平面 直角 坐标 

ZT2 = Fi[B(zx1,y1),L(z1,y1)] 

(5.53) 


y2 = FslB(z1, y1), L(x1, y1)] 


式 中 :z,y 下 标 1 和 2 表示 相 邻 的 两 个 分 带 。 

2) 在 相同 的 基准 \ 不 同 的 投影 方式 下 也 可 以 产生 不 同 的 坐标 系 。 例 如 高 斯 投 
影 平 面 坐标 与 兰 勃 特 或 黑 卡 托 这 类 投影 坐标 系 间 的 坐标 换算 , 可 以 采用 直接 变换 
(又 称 正解 变换 ), 通过 建立 两 个 不 同 投影 面 上 的 点 的 一 一 对 应 关系 来 实现 
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X= PICz,y) 
(5.54) 


Y = 92(z,y) 


式 中 :假定 =、y 为 高 斯 平面 坐标 ;X、Y 为 另 一 类 投影 面 上 相应 的 平面 坐标 。 

顺便 说 明 ,两 种 坐标 系 之 间 的 关系 pl 和 9 有 时 是 比较 容易 建立 的 ,例如 高 斯 
投影 与 兰 勃 特 投影 之 间 的 坐标 转换 ;但 在 某 些 情 况 下 , 建立 直接 的 解析 关系 式 还 是 
有 困难 的 。 因 此 , 可 以 采用 类 似 (5.52) 式 和 (5.53) 式 的 间接 作法 。 只 不 过 (5.53) 式 
中 表示 高 斯 投影 正 算 关系 的 Fi、F; 应 换 成 表示 另 一 类 投影 正 算 关系 的 办 和 yz。 
相应 地 , 等 号 左 端的 zz、\y? 改写 成 X、Y, 等 号 右 端 zy 的 下 标 1 也 应 去 掉 。 

3) 不 同 基 准 下 ,平面 与 平面 之 间 的 坐标 转换 除了 可 以 按 着 (5.50) 式 (5.51) 
式 所 示 过 程 完成 外 ,还 可 以 按 如 下 过 程 实现 


(XubYu2Z 一 (BlLI) 一 (zylD) 一 (zyy2) (5739) 


该 式 表达 的 是 将 地 球 椭 球 面 上 的 某 点 所 在 空间 直角 坐标 系 的 坐标 换算 成 大 地 坐标 
系 坐 标 , 再 按 某 一 投影 方式 转换 成 平面 直角 坐标 , 与 该 平面 上 原 有 坐标 的 关系 属于 
不 同系 统 间 的 坐标 , 可 通过 (后 述 的 ) 平 面 与 平面 之 间 的 坐标 转换 公式 实现 。 

此 外 , 常 有 这 种 情况 , 在 一 个 测 区 内 虽然 是 在 相同 的 基准 上 , 由 于 各 单位 所 做 
的 控制 要 求 不 同 , 有 时 也 需 将 地 方 性 独立 控制 网 合并 到 国家 网 或 其 他 别 的 新 的 测 
其 控制 网 中 ,做 到 成 果 的 相互 利用 和 统一 测 区 的 坐标 系统 。 不 同 坐标 系 之 间 的 平 
面 坐 标 换算 问题 可 表示 为 


(zw y)S(z2, y2) (5.56) 


三 、 应 用 最 小 二 乘 准则 进行 平面 之 间 的 坐标 换算 


假定 同名 (重合 ) 点 在 新 、 旧 坐标 系 中 的 坐标 分 别 为 (x, y) 和 (X,Y), 为 了 将 
旧 坐 标 系 中 的 成 果 合理 地 匹配 到 新 的 坐标 系 中 , 须 对 旧 坐 标 系 施 以 平移 ,旋转 和 尺 
度 因子 的 改正 ,如 图 5.11 所 示 。 显 然 有 变换 方程 


T=p+cX-dyY 
(5.57) 


y=g+t+dX+t+cY 
* 00s 








图 5.11 


式 中 : pq .cd 为 变换 元 素 ,其 中 c = kcosa,d = ksina。 若 令 


= z0+ pr X= Xo+ 6X 
(5.58) 
y= +by Y= Yo+8Y 
代入 (5.57) 式 ,经 整理 , 得 
ur = 户 +Xoc - Yd-zr" 
(5.59) 
四 =Q+Xod+Yoc 一 交 
式 中 : 
vr =sr-csX+dsy 
(5.60) 
v= dy— deX -cdY 


车 新 , 旧 坐 标 系 中 有 鼠 个 同名 (重合 ) 点 , 则 可 组 成 a 个 形 如 (5.59) 式 中 的 广 
程 ,将 其 写成 矩阵 形式 为 


V=AX-L (5.61) 
式 中 : 


» M6。 
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不 难看 出 , (5.61) 式 即 为 新 \ 旧 坐标 系 之 间 进 行 坐标 转换 的 参数 方程 。 当 公共 
点 个 数 大 于 2( 即 n >4) 时 , 按 最 小 二 乘 准 则 对 (5.61) 式 通过 组 成 的 法 方程 组 进行 
求解 和 评定 精度 。 在 此 不 再 袭 述 。 

最 后 指出 , 坐标 换算 的 内 容 和 方法 是 很 多 的 。 例 如 遥感 测量 中 , 卫星 扫描 图 上 
各 点 的 坐标 是 扫描 的 行列 号 (N, M), 若 忽略 地 面 高 程 和 地 球 曲率 等 影响 , 那么 
(N, M) 与 地 面 各 点 的 平面 坐标 (X, Y) 之 间 也 存在 一 个 线性 变换 。 

高 原 地 区 的 城市 或 工矿 区 平面 控制 网 为 减 小 长 度 变形 , 常 以 城市 (或 测 区 ) 平 
均 高 程 面 作为 投影 时 归 化 参考 面 ,为 利用 国家 点 作为 起 算数 据 , 可 选取 某 一 国家 点 
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在 3" 带 的 平面 坐标 作为 控制 网 的 坐标 "原点 ", 其 他 国家 点 的 坐标 可 按 下 式 化 算 到 
城市 (或 测 区 ) 平 均 高 程 面 相应 的 坐标 系 中 去 。 


并 = T+(r- zx)R 
(5.62) 


和 hm 
y=y+t(y- yo)R 


式 中 :zx',y 为 任 一 国家 点 经 化 算 后 的 坐标 ; z, y 为 同一 国家 点 在 3" 带 内 的 坐标 ; 
xzo 30 为 取 作 原 点 的 国家 点 在 3" 带 中 的 坐标 ;jw 为 城市 (或 测 区 ) 平 均 高 程 面 ( 参 
考 面 ) 的 高 程 ;Rw 为 城市 (或 测 区 ) 平 均 纬度 处 的 平均 曲率 半径 。 

按 (5.62) 式 化 算 后 的 坐标 值 , 可 作为 平面 控制 网 的 起 算数 据 。 


思考 题 与 习题 


1. 地 球 表面 的 几何 模型 是 如 何 分 类 的 ? 

2. 测 量 工作 的 基准 面 和 测量 计算 的 基准 面相 同 吗 ?为 什么 ? 

3. 教 材 中 介绍 的 地 理 空间 坐标 系 是 如 何 定义 的 ? 每 一 种 坐标 系 都 是 固定 不 变 
的 吗 ? 

4. 影 响 空 间 数据 质量 的 误差 源 有 哪些 ? 

5. 地 图 数字 化 数据 误差 源 主要 来 自 哪 几 个 方面 ? 与 全 野外 采集 的 数字 化 数据 
相 比较 , 精度 如 何 ? 

6. 双 线性 多 项 式 内 插 与 双 三 次 多 项 式 内 插 的 优 缺 点 各 是 什么 ? 

7. 若 在 某 相片 图 上 采样 得 下 列 数 据 

X: 337, 324,351, 343,328, 341,330, 327,336, 338, 329,342, 331, 335; 

Y: 54,52,49,52,57,62,46,59,55,61,47,43,42,53; 

H: 89, 60, 56, 86,70,46, 58,62,81,54,49,74,86,63。 

试用 移动 拟 合法 内 插 , 求 定 二 次 多 项 式 各 拟 合 系数 (A 一 下 )。 

8. 为 什么 说 正 形 投影 给 地 图 测 制 以 及 在 图 上 的 量 算 工作 等 带 来 极 大 方便 ? 

9. 高 斯 正 形 投影 的 特点 是 什么 ? 

10. 平 面 坐 标 系 统 选择 的 基本 出 发 点 是 什么 ? 

11. 如 教材 中 图 5.9 所 示 , 车 将 边 长 D 归 化 到 大 地 水 准 面 上 , 求证 其 改正 数 


AD:== 候 p 
12. 某 地 位 于 3 带 边缘 附近 , 已 知 该 地 所 处 纬度 处 的 3 带宽 为 288.4km, 求证 
*，167 。 





其 投影 后 的 长 度 变 形 为 今 * = 5(Do 为 大 地 水 准 面 上 的 长 度 )。 


13. 某 地 大 地 坐标 B = 29"34'16”.5412, L = 119"25’45”. 5443, 与 其 相应 的 3* 
带 高 斯 平面 直角 坐标 的 自然 值 为 x = 3 272 782.316, y = - 55 299.545 。 问 中 央 
子午 线 Lo 为 多 少 ? 请 写 出 国家 统一 平面 坐标 形式 表达 的 坐标 值 。 

14. 现 有 WG-84 系统 GPS 空间 直角 坐标 (X, Y, Z), 如 果 将 其 转换 成 我 国 的 
54 北京 坐标 系 成 果 , 请 简单 写 出 转换 路 径 。 
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第 六 章 ”多 元 统计 分 析 
第 一 节 多 元 总 体 与 样本 
一 、 多 元 总 体 

在 生产 与 科研 中 ,有 时 要 同时 观测 ” 个 对 象 的 p 个 属性 , 然后 对 这 些 观测 数 
据 进行 糙 理 , 多 元 统计 分 析 是 处 理 这 类 数据 的 一 个 有 用 工具 。 

与 一 元 统计 学 一 样 ,把 所 研究 的 全 部 可 能 对 象 称 为 一 个 总 体 , 对象 的 每 一 个 属 
性 称 做 一 个 变量 。 因 此 , 如 果 同 时 研究 一 个 总 体 的 p 个 属性 ,就 可 以 把 这 个 总 体 
看 成 一 个 p 元 变量 。 

从 总 体 中 随机 抽取 进行 观测 的 对 象 叫做 样本 。 对 一 个 样本 元 的 观测 结果 (p 


个 数值 ) 可 以 看 成 是 这 个 p 元 变量 的 一 次 取 值 。 因 此 ,第 i 个 样本 元 的 p 个 观测 
值 ,可 表示 为 


Tli 


Xi = (6.1) 


由 线性 代数 可 知 , p 维 向 量 是 欧 氏 空间 的 一 个 点 , 所 以 也 可 把 一 样本 元 视 为 一 个 
(样本 ) 点 。 


X= (KX Xe … KX,)= (6.2) 
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(6.2) 式 表示 的 是 多 元 样本 的 原始 观测 数据 。 多 元 统计 分 析 的 主要 任务 就 是 :一 是 
分 析 各 观测 数据 之 间 的 关系 ;二 是 推断 总 体 的 某 些 性 质 。 
前 已 述 及 , 一 个 多 元 总 体 可 视 为 一 个 多 元 变量 ,由 于 在 不 同 的 样本 元 上 可 取 不 同 的 
向 量 值 ,这 就 相当 于 对 这 样 的 多 元 变 基 赋 子 了 随机 性 ,因此 又 可 称 做 是 多 元 随机 变量 。 
如 果 把 一 元 随机 变量 分 布 函数 的 概念 推广 到 随机 向 量 , 则 p 元 函数 


下 (zlr2 mrp) = P(6 < ri br", by Sx) (6.3) 


为 p 元 随机 变量 分 布 函数 ,也 可 将 其 写成 向 量 函 数 的 形式 
F(X)= P(E < X) (6.4) 


同样 ,如 果 存 在 p 元 函数 f(z1, zx2,…, rp) ,使 


’» 


下 (zu z2,…，zp) = roadyrdm 


或 写成 (6.5) 
x 
F(X) = J rway 


则 称 f(xz1, zx2,…, zp) 为 随机 向 量 & 的 分 布 密度 函数 。 
如 果 F(X) 是 p 次 连续 可 微 的 , 则 


ar 
f(X)= Bz (Tl zz 7o) (6.6) 


可 见 , 随 机 向 量 的 分 布 函数 及 密度 是 随机 变量 分 布 函数 及 密度 的 推广 形式 。 相 应 
地 , 如果 总 是 假定 密度 函数 存在 , 那么 ,总 体 的 平均 向 量 , 即 户 元 随机 变量 上 的 数学 
期 望 定义 为 

E(&) 


E(é&,) 
下 (5) = (6.7) 


E(é&,) 
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其 中 & 的 第 i 个 分 量 的 数学 期 望 为 


yif (y1 ya yp)dyi…dyp (6.8) 


一 8 


作为 一 元 总 体 方差 的 推广 , 元 随机 变量 5 的 协 方差 矩阵 定义 为 


ou 512 Tip 
O21 02 * O02p 

D(5) = (6.9) 
pl Op2 Opp. 


其 中 对 角 线 元 素 6 为 8 的 第 i 个 分 量 的 方差 ,有 


oa = | Ly -EGP/ (ym ya ydy1dy, (6.10) 


为 与 前 几 章 相对 照 ,这 里 可 视 os = o?。 
非 对 角 线 元 素 oji(i 天 ) 为 的 第 i 个 与 第 ) 个 分 量 的 协 方差 ,有 


0 = | GEC) -ECS) f(y ya yp dyedy, (6.11) 


至 于 平均 向 量 与 协 方差 矩阵 的 运算 性 质 , 也 就 是 在 线性 变换 中 的 性 质 , 这 里 就 
不 再 费 述 ,同样 是 一 元 随机 变量 时 的 推广 形式 。 两 个 随机 向 基 的 协 方差 矩阵 的 计 
算 仿 上 不 难得 到 。 

如 果 一 个 p 元 随机 向 量 & 的 分 布 密度 为 


了 (zl x2 Tp) = [Xx-— 


ss he 1- 寺 
(2x)P2 1 D(X) 12 2 
E(X)]'D '(X)[X - E(X)]! (6.12) 


“4 





就 称 & 服从 思维 正 态 分 布 式 中 的 E(X), D(X) 分 别 为 数学 期 望 和 协 方差 拭 阵 。 
二 、 多 元 样本 


一 般 地 , 是 很 难得 到 多 元 总 体 的 各 项 特征 数字 的 , 只 能 从 所 观测 的 样本 出 发 ， 
通过 样本 来 推断 总 体 。 

假定 在 p 元 总 体 X 中 ,抽取 x 个 样本 元 进行 观测 , 得 到 多 元 样本 数据 为 (6.2) 
式 。 不 难看 出 , 多 元 样本 数据 的 每 一 行 都 是 一 组 一 元 样本 , 因此 也 就 可 以 定义 相应 
的 特征 数字 。 例 如 样本 平均 数 (均值 ), 样 本 标准 差 , 协 方差 以 及 相关 系数 等 。 

作为 一 元 样本 特征 数字 的 直接 推广 , 可 以 定义 多 元 样本 的 特征 数字 (向 量 -和 矩 
阵 )。 下 面 分 别 予 以 介绍 。 


1. 样本 平均 数 
X, = 本 2 (j= 1,2,.…,p) 
或 
1 
元 各 
Xi 
bd 工交 
| |i9z 
党 二 = A (6.13) 
忒 I 
DE 


式 中 :n 为 样本 元 数 , ” 个 样本 元 是 p 维 空间 中 的 个 点 ,样本 均值 车 视 为 一 个 点 ， 
它 就 是 n 个 样本 点 的 重心 。 


2. 数据 中 心 化 


为 了 讨论 问题 方便 , 经 常 将 每 个 观测 数据 减 去 它 的 平均 数 , 得 到 的 这 个 新 数据 
在 统计 学 中 又 常 称 为 中 心 化 数据 , 实际 上 也 就 是 改正 数 , 若 用 V 表示 中 心 化 数据 
矩阵。 则 
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V = (6.14) 


若 写 成 向 量 - 和 矩阵 形式 , 则 
V= XxX- XET 
式 中 的 ET= (1,1… ) 为 单位 列 向 量 , 又 由 于 


1 


XX = XE (6.15) 


= 


所 以 
V = xX- LXEET = X(E- TEET) (6.16) 


式 中 :EE 为 单位 阵 。 
3. 数据 标准 化 


由 于 原始 数据 矩阵 中 各 行 数字 的 单位 有 时 不 同 , 常常 给 数据 分 析 带 来 一 些 困 
难 。 因 此 ,有 时 还 要 把 数据 标准 化 。 所 谓 标准 化 数据 ,是 将 中 心 化 数据 阵 中 的 各 元 
素 再 除 以 该 行 的 样本 标准 差 而 得 到 的 数据 , 即 指 下 述 矩 阵 








ZU-X zp-X © xz-X) 
Si Si Si 
za-X ry-X, zn-X 
~ 可 5: S 
多 = ? 2 (6.17) 
Zo — Xs zp — Xo Tom — Xp 





xz 





式 中 





1 = 1,2,…， 亡 
Si = (la(zs - x) (6.18) 
n 
j=1,2,.,n 
(6.17) 式 也 可 写成 如 下 形式 : 
SP 0 zu — XL Zz- Xl 起 zu —X, 
Si Za- X2 zx22— Xe T2n — XI 
芭 = 
0 Ss [zp ~ Xs zp 一 ZX Tom ~ Xp 
(6.19) 


不 难看 出 , 中心 化 及 标准 化 数据 阵 中 , 各 行 元 素 之 和 皆 为 0。 当 样本 数 ”足够 大 


时 ,随机 变 基 多 服从 N(0,1) 分 布 。 
作为 一 元 统计 学 中 方差 的 直接 推广 , 多 元 样本 协 方差 矩阵 应 为 


Su So … Sip 
Sa S2 S2p 1 
S = = nvv (6.20) 
Sp Sp Spp 
若 令 
vv"T=0@ 
则 
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qu 9 ” qdip 


921 922 gq2p 
Q= (6.21) 
gpl 9p2 Gpp 
式 中 ， 
= (i>1j<p) (6.2) 


显然 , $ 与 @ 阵 皆 为 非 负 定 对 称 阵 。(6.20) 式 中 的 对 角 线 元 素 Si; 为 第 i 号 变量 的 
方差 ; 非 对 角 线 元 素 Si(i 天 ) 为 第 ;号 与 第 ) 号 变量 的 协 方差 。(6.21) 式 表示 的 
矩阵 又 称 为 离 差 平方 和 阵 。 


4. 相关 矩阵 
如 果 定 义 第 i 号 变 基 与 第 j 号 变量 的 相关 系数 为 








0 gy 
ry= = (6.23) 
SS; Va 
那么 , 多 元 样本 的 相关 矩阵 为 
ru rz Tip 
r2l ra r2p 
R= (6.24) 
ral a rpp. 
式 中 :对 角 线 元 素 r;; = 1。 
由 于 
lagr 
R= XX (6.25) 


i 





因此 ,R 也 是 一 个 非 负 定 的 对 称 阵 。 

在 一 元 统计 学 中 已 证 明 过 , 样本 平均 数 是 总 体 平均 数 的 无 偏 估计 ， 二 是 
o 的 无 偏 估计 , 将 此 结果 推广 到 多 元 总 体 , 有 

若 X、Y 分 别 为 两 个 总 体 , 则 


E(X) = E(X) 


n 





E(S:) = D(X) (6.26) 


nk | 


n 
t=—1 





E[cov(X, Y)] = cov(X, YY) 


第 二 节 ”距离 的 概念 


在 各 种 不 同 的 研究 课题 中 , 经常 碰 到 如 何 判断 两 个 样本 之 间 有 多 大 差异 的 情 
况 ,因此 需要 有 一 个 数值 来 衡量 这 个 差异 ,各 专业 中 都 可 以 举 出 具有 这 种 要 求 的 例 
子 。 在 数学 中 抽象 出 一 个 概念 叫 “距离 ", 用 于 描述 样本 之 间 的 差异 程度 。 其 定义 
按 数学 语言 是 这 样 表达 的 ， 

如 果 第 i 号 样本 X; 和 第 ) 号 样本 X; 的 函数 di = d(X;, X;) 满足 

1) 当 且 仅 当 X; = Xj 时 , ds = 0。 

2) 对 Xi Xj, di > 0。 

3) d = di, 就 称 dy 是 一 种 广义 距离 。 

显然 ,满足 上 述 3 个 条 件 的 函数 有 多 种 。 因 此 , 可 定义 多 种 广义 距离 以 适应 不 
同 需要 。 从 数学 角度 往往 还 附加 一 条 要 求 , 即 

4) dy dat die 

这 是 几何 学 中 三 角 不 等 式 的 推广 。 满 足以 上 4 个 条 件 的 函数 就 可 称 是 一 种 距 
离 。 下 面 列举 一 些 常用 距离 的 例子 以 供 参考 。 


1. 欧 氏 距离 ( 欧 几 里 得 ) 


» 
d§ = D(z- xy) = (Xi XTX X) (6.27) 


ei 


由 上 式 算出 的 立 两 点 之 间 的 距离 即 为 欧 氏 距离 , 它 正 是 线性 代数 欧 氏 空间 中 两 点 
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之 间 的 距离 。 显 然 , 它 满足 上 述 4 个 条 件 。 

欧 氏 距离 有 我 们 所 熟悉 的 性 质 : 

1) 平移 不 变性 。 即 将 每 个 坐标 zu 加 上 一 个 常数 cx 后 , 任何 两 点 之 间 的 距离 
保持 不 变 。 

因为 每 个 坐标 加 上 一 个 常数 ce, 就 相当 于 将 空间 坐标 系 的 原点 平移 到 (- cl， 
-cz …，-cp) 点 上 ,这 自然 不 会 改变 两 点 之 间 的 距离 。 据 此 性 质 可 知 ,用 原始 数据 
或 中 心 化 数据 算出 的 样本 点 之 间 的 距离 相同 。 

2) 对 正 交 变 换 的 不 变性 。 空 间 中 的 任何 两 点 X; 和 X; 施 以 正 交 变换 U 后 ,为 


yi = UX;, » = UX; (6.28) 
则 
d(yi,») = d(X;, X;) (6.29) 


因为 正 交 变 换 仅仅 是 将 空间 的 坐标 轴 进 行 一 次 旋转 , 它 并 不 改变 两 点 之 间 的 相对 
位 置 。 

3) 若 每 个 点 的 坐标 都 增加 e 倍 , 则 点 间 的 距离 也 增加 c 倍 。 因 此 , 用 标准 化 
数据 算出 的 欧 氏 距离 与 用 原始 数据 算出 的 欧 氏 距离 不 等 。 


2. 马 氏 距离 (Mahalanobis) 


欧 氏 距离 虽 用 处 很 广 ,但 也 有 明显 的 不 足 。 例 如 当 改 变 测量 单位 时 ,算出 的 距 
离 数值 不 等 。 由 (6.27) 式 也 可 看 出 , 它 将 样本 的 不 同属 性 ( 即 各 变量 ) 之 间 的 差别 
等 同 对 待 , 有 时 不 能 反映 实际 问题 的 要 求 。 因 为 个 体 间 不 同属 性 的 差异 对 于 区 分 
个 体 有 着 不 同 的 重要 性 。 

若 X 是 原始 数据 , S 是 其 协 方差 矩阵 , 按 


dy = (Xi — Xi)TS I(X; — X,) (6.30) 


算出 的 两 点 X; 和 之 间 的 距离 dj 称 为 马 氏 距离 。 但 它 已 不 再 是 欧 氏 空间 中 两 
点 之 间 的 距离 ,而 是 经 过 某 种 比例 变换 后 算得 的 数字 而 当 作 两 点 之 间 的 距离 。 

在 统计 学 中 , 马 氏 距离 具有 优越 的 性 质 。 它 们 是 : 

1) 平移 不 变性 。 

2) 对 任意 可 逆 线 性 变换 的 不 变性 。 所 谓 可 逆 线 性 变换 是 指 一 个 可 道 矩 阵 4， 
对 任何 一 个 点 X 进行 变换 Y = 4X ,而 得 到 一 个 新 点 Y。 

令 为 中 心 化 数据 阵 , 若 对 其 各 点 都 施 以 A 变换 ,那么 变换 后 的 数据 阵 为 
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准 特征 向 量 , 即 
UT= (ua … up) 
为 正 交 阵 , 且 使 
Al 


A2 
UZUT=A= (6.34) 


则 称 


Y= : = U(X- 4p) (6.35) 


yp 


为 随机 向 基 X 的 主 分 量 , 称 y;= wu;(X-j) 为 XX 的 第 i 个 主 分 量 , 可 见 , 主 分 量 就 
是 指 综合 变 基 Y, 它 是 X 的 各 分 量 的 线性 组 合 。 由 方差 的 运算 性 质 可 知 


D(Y) = DILU(X-A)]= UD(X)UT= A (6.36) 


这 就 是 说 : 主 分 量 都 不 相关 , 且 第 i 个 主 分 量 的 方差 为 4;; 同 时 还 可 以 证 明 , 主 分 量 
的 方差 之 和 与 原 随机 向 量 的 方差 之 和 相等 , 即 


p » 
DVar(yi) = DVar(z;) = tr(£) (6.37) 
ft 后 


由 于 起 初 已 经 假定 了 41 宇 42 宇 … 宇 Xs, 这 就 说 明 第 一 个 主 分 量 = wi(X- 
4 上) 的 方差 最 大 ,而 在 与 第 一 个 主 分 量 不 相关 的 随机 变量 中 , y 具有 最 大 的 方差 , 依 
此 类 推 。 如 果 定 义 
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A 
es Pe 总 .38 
TE (i = 1,2,.…,p) (6.38) 


为 第 i 个 主 分 其 的 贡献 率 。 不 难看 出 , 4; 越 大 , 说 明 w 对 总 方差 tr( 互 ) 的 贡献 越 
大 ;如 果 4, +,1,…,4。 都 等 于 零 , 则 主 分 量 y, + 1,…, yp 的 方差 皆 为 零 , 再 加 之 它们 
的 均值 都 是 零 , 所 以 这 些 主 分 其 都 以 概率 为 1 取 零 , 则 这 样 的 主 分 量 就 可 以 去 掉 。 
由 原来 X 是 P 维 向 量 , 若 顾 及 主 分 量 概念 , 现 只 需 处 理 r 维 向 量 , 降 低 了 问题 的 维 
数 。 有 时 候 , 后面 的 p -个 主 分 基 的 方差 总 不 严格 地 等 于 零 , 只 是 近似 地 等 于 
零 ,这 在 总 方差 中 所 占 的 比例 很 小 , 也 就 把 它们 略 去 了 。 一 般 地 讲 , 应 使 前 ~ 个 特 
征 根 之 和 在 p 个 特征 根 总 和 中 所 占 的 比例 达到 预先 给 定 的 值 。 经 验 指出 ,根据 讨 
论 问 题 的 不 同 , 累计 贡献 率 常 取 75% 一 85% 之 间 。 即 有 





= 75%(~ 85%) (6.39) 


> 
Ee 
在 应 用 中 , p 和 马 为 已 知 的 情况 是 很 少见 的 , 多 用 样本 的 数学 期 望 和 方差 来 
代替 。 因 讨论 的 也 多 是 样本 主 分 量 分 析 问题 , 所 以 凡 提 及 主 分 量 也 多 指 样本 主 分 
其 ,而 略 去 “样本 "二 字 。 


二 、R 与 Q@ 分 析 


主 分 基 分 析 是 从 原始 观测 数据 (或 中 心 化 数据 ) 出 发 ,寻求 正 交 变 量 U 进而 求 
得 主 分 量 Y, 这 样 做 的 结果 与 X 的 测 基 单位 有 关 。 为 了 消除 其 影响 。 常 先 把 观测 
数据 标准 化 , 即 从 标准 化 数据 阵 出 发 。 考 虑 到 标准 化 数据 的 数学 期 望 为 零 这 一 特 
点 , 它 的 方差 矩阵 应 等 于 原始 数据 的 相关 甜 阵 , 即 Sx = R。 仿 (6.36) 式 , 则 有 


RU™= UT™A 


式 中 :4 的 对 角 线 元 素 41,42,…, hz 是 R 的 特征 根 ; U 的 第 ; 行 向 量 是 相应 于 4 
的 单位 特征 向 量 , 其 余 公 式 只 要 将 主 分 量 分 析 中 的 方差 换 成 相关 系数 ,而 将 观测 数 
据 视 为 标准 化 数据 即 可 。 这 种 从 标准 化 数据 出 发 ,或 者 说 从 相关 矩阵 R 出 发 的 主 
分 量 分 析 方 法 在 许多 文献 中 称 之 为 R 分 析 。 

由 于 相关 阵 中 的 主 对 角 线 元 素 都 是 1, 相应 有 
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Dn = Dr =p (6.40) 
(6.38) 式 也 变 成 


XA 
WE (6.41) 
下 


前 已 述 及 ,用 R 分 析 的 方法 可 以 找 出 综合 变量 Y, 略 去 那些 方差 很 小 的 主 分 
基 , 达到 用 低 维 空间 排列 样本 的 目的 。 但 有 时 研究 的 目的 不 是 要 排列 样本 点 ,而 是 
要 求 排列 各 变量 , 例如 某 一 山地 ,上 部 是 典型 的 针 叶 混 交 林 , 下 部 是 典型 的 阔 叶 混 
交 林 , 中 部 是 过 渡 地 带 。 设 置 了 几 个 样 地 , 在 每 个 样 地 内 调查 了 p 个 树种 的 含 基 
(可 以 是 株数 、 荤 积 量 ,或 表示 树种 是 否 存在 的 0, 1 型 数据 等 )。 如 果 把 每 个 树种 的 
含量 作为 一 个 变量 ,采用 R 分 析 可 得 到 综合 变量 ( 即 综合 树种 ) 及 样本 排序 。 在 这 
类 问题 中 , 研究 者 往往 对 相反 的 问题 也 感 兴趣 , 即 希望 找 出 “综合 样 地 "作为 不 同 森 
林 分 布 带 的 典型 样 地 , 并且 希望 能 将 树种 进行 排序 以 便 得 出 树种 习性 的 相互 关系 。 
Q 型 分 析 就 是 解决 这 种 逆向 问题 的 一 种 方法 。 

假定 对 一 个 p 元 总 体 抽样 了 n 个 样本 元 , 得 观测 数据 X, 为 消除 单位 的 影响 ， 


仍 将 原始 数据 标准 化 ,得 X 。 显 然 
= 


2 
>) XX (i,j = 1,2,,n) (6.42) 


是 第 i 号 样 地 与 第 j 号 样 地 之 间 的 相似 系数 。 
令 


qu ”lin 


则 
Tx (6.43) 


* 汪 和 人 “ 





类 似 R 分 析 , 找到 一 个 正 交 变换 ,Y 阵 ,把 @ 阵 化 为 对 角 型 矩阵 4, 即 


VCOVIT = A = diag(X1°…4,) (6.44) 
式 中 :1 宇 43 宇 … 宇 4,。 
若 令 
Y = XVT (6.45) 
由 于 
SY = DVTXVT = VOvT=A (6.46) 


所 以 , Y 中 的 各 列 向 量 互相 正 交 。 其 中 y; 就 是 第 一 综合 样 地 , y, 就 是 第 二 综合 样 
地 ,等 等 。 

同样 地 , 可 以 按 4; 的 值 算出 各 综合 样 地 的 贡献 率 , 选 定 出 少数 几 个 (如 个 ) 
综合 样 地 。 

有 时 各 变量 单位 相 一 致 ,或 由 于 其 他 原因 , 在 做 主 分 量 分 析 或 @ 型 分 析 时 , 未 
将 原始 数据 中 心 化 或 标准 化 , 而 是 直接 利用 XXT 或 XTX 进行 正 交 变 换 , 将 XXT 


或 XTX 化 成 对 角 型 矩阵 。 由 于 XXT 和 十 XXT 的 特征 根 相差 常数 ” 倍 (同样 


XTX 和 TXTX 的 特征 根 相差 常数 p 倍 ), 而 特征 向 量 一 样 , 所 以 不 影响 分 析 结 果 。 
但 因 未 对 数据 中 心 化 处 理 , 其 效果 一 般 可 能 不 如 用 中 心 化 数据 分 析 的 结果 。 

综 上 所 述 , 主 分 量 分 析 可 根据 研究 问题 的 目的 不 同 , 其 计算 步骤 和 内 容 也 可 以 
有 所 不 同 , 但 大 致 如 下 : 

1) 列 出 观测 数据 阵 XX; 

2) 计算 样本 协 方差 阵 $ 或 相关 阵 R; 

3) 计算 s 或 R 的 特征 根 和 特征 向 量 , 求 正 交 变 换 阵 UU ; 

4) 计算 贡献 率 及 累计 贡献 率 , 确定 使 用 的 主 分 量 个 数 , 建立 主 分 量 方程 ; 

5) 解释 各 主 分 量 意 义 ; 

6) 根据 主 分 基 方 程 计算 各 样本 的 主 分 量 坐标 y;。 当 维 数 较 低 时 ,还 可 根据 主 
分 量 坐 标 y; 展 成 样本 排序 图 。 

最 后 指出 , 主 分 量 分 析 只 是 一 种 基本 的 简化 数据 及 样本 排序 方法 , 只 使 用 了 欧 
氏 距 离 来 衡量 样本 间 差 异 。 为 适应 不 同 的 目的 ,还 有 其 他 的 方法 , 如 主 坐 标 分 析 
等 , 它 也 是 一 种 处 理 数据 的 方法 。 首 先是 给 定 样本 之 间 的 某 种 距离 。 然 后 找 出 一 
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个 坐标 系 (如 重心 坐标 系 ) 并 赋予 每 个 样本 一 组 主 坐标 值 , 从 而 达到 在 主 坐 标 系 所 
决定 的 空间 中 排列 样本 的 目的 。 其 具体 做 法 也 与 主 分 量 分 析 相 雷同 , 限于 篇 幅 就 
不 再 袭 述 了 。 


第 四 节 聚 类 分 析 


在 实际 问题 中 , 常 要 将 一 些 东西 分 类 , 例如 对 物种 分 类 , 样本 分 类 或 者 对 性 状 
进行 分 类 等 。 聚 类 分 析 就 是 解决 分 类 问题 的 一 种 数学 方法 , 目前 它 已 发 展 成 一 个 
独立 的 数学 分 支 。 本 节 主 要 以 样本 分 类 为 例 , 当然 也 不 难 将 其 推广 到 其 他 目的 的 
分 类 上 去 。 

聚 类 分 析 所 处 理 的 问题 是 在 分 类 前 没有 任何 关于 类 的 知识 , 类 是 分 类 的 结果 。 
所 以 许多 文献 也 常 称 聚 类 分 析 为 无 监督 分 析 。 

分 类 方案 大 致 可 分 两 种 , 一 种 是 属 系统 聚 类 方法 , 它 是 先 将 n 个 样本 各 自分 
成 一 类 , 共 n 类 ,然后 根据 某 种 距离 找 出 "最 相近 ”的 两 个 类 (样本 ), 将 它们 合并 成 
一 类 ,于 是 变 为 n -1 类 ,逐次 重复 这 个 步骤 ,直到 分 成 类 为 止 ; 另 一 种 方案 称 为 
逐步 聚 类 或 称 动态 聚 类 , 它 是 先 将 n 个 样本 大 致 分 成 4 类 , 然后 按 着 某 种 原则 逐 
步 修改 , 一 直到 比较 合理 为 止 。 当 样本 较 多 时 , 由 于 系统 分 类 法 计算 工作 量 很 大 ， 
即使 在 计算 机 上 实现 也 是 如 此 , 因此 本 节 主要 介绍 逐步 分 类 时 常 使 用 的 方法 。 


一 、 最 小 距离 法 (成 批 修改 法 ) 


假若 有 n 个 p 维 样本 ,需要 分 成 m 类 , 可 采用 如 下 步骤 ; 

1) 初步 分 类 。 先 人 为 地 选择 m 个 凝聚 点 , 例如 可 随机 的 选择 m 个 样本 作为 
凝聚 点 (关于 上 凝聚 点 的 选 法 下 面 还 要 讨论 ), 注意 每 个 凝聚 点 都 是 p 维 空间 中 一 个 
向 量 , 每 个 凝聚 点 自 成 一 类 。 然 后 计算 每 个 样本 与 凝聚 点 之 间 的 距离 , 将 每 个 样本 
归 入 离 它 最 近 的 凝聚 点 所 属 的 那 一 类 , 这 样 就 将 全 部 样本 分 成 了 m 类 , 并 记 为 
GY, GY,**, GY,。 

2) 修改 分 类 。 计 算 各 类 的 重心 X?, 9,…, 叉 0,, 把 各 类 重心 作为 m 个 新 的 凝 
聚 点 ,再 计算 每 个 样本 与 新 凝聚 点 的 距离 ,再 将 每 个 样本 重新 归 入 离 它 最 近 的 凝聚 
点 所 决定 的 类 , 得 到 经 第 一 次 修改 后 的 分 类 G1, G4,…, G1,。 

3) 重复 手续 2) 直 到 样本 分 类 不 再 变动 。 

例 [6.1]: 在 12 个 不 同 产 区 测定 某 树种 的 平均 发 芽 率 和 发 芽 势 ( 略 去 其 他 指 
标 ), 各 数据 列 入 表 6.1。 采 用 欧 氏 距离 计算 样本 间距 , 试用 上 述 方法 将 产 区 分 为 
两 类 。 


* 184 





表 6.1 





产 区 号 
发 芽 率 Xi 
发 芽 势 X> 

















1 | 2 团丁 5 6 学 8 9 |10 11 |2 
0.707|9.600|0.693|0.717|0.688|0.533|0.877|0.513|0.815|0.633|0.740|0.777 


0.385|0.433|0.505|0.343|0.605|0.380|0.713|0.353|0.675|0.465|0.580|0.723 


1) 首先 随机 取 两 点 作为 初始 凝聚 点 ,这 里 不 妨 取 G 类 的 凝聚 点 为 5 号 地 区 ， 
坐标 为 (0.688,0.605); G; 类 的 凝聚 点 为 12 号 地 区 ,坐标 为 (0.777,0.723)。 计 算 
出 各 产 区 和 两 个 凝聚 点 的 距离 , 见 表 6.2。 按 距离 较 小 的 原则 归 类 , 如 1 号 地 区 与 
G1 类 凝聚 点 的 距离 小 , 因而 将 其 归 入 G1 类 , 以 此 造 仿 。 


























表 6.2 














8 9 10 11 12 






G1 |0.688,0.605|0.049|0.037 0.010|0.069| 0 0.07s|0.047 0.94 |0.021|0.023|0.003|0.022 
0.05510.148|0.026 0.177|0.010 0.207|0.004 0.087|0.022| 0 


G|G|G|G 
































2) 根据 第 一 次 分 类 结果 ,算出 Gi 类 样本 ( 即 产 区 ) 的 重心 坐标 ( 即 G; 类 样本 
的 平均 发 芽 率 和 平均 发 芽 势 ) 和 Ga 类 样本 的 重心 坐标 , 计算 结果 列 入 表 6.3 中 。 
然后 再 计算 各 样本 与 重心 间 的 距离 , 并 按 较 小 距离 归 类 , 详 见 表 6.3。 


表 6.3 
3 
重心 :| 


G1 |0.647,0.450 0.008|0.002 0.005|0.016|0.026 
G2 |0.823,0.704 0.115|0.123 0.056|0.142|0.028 
| 所 届 类 | G1 | ci G | 6， 

由 于 归 类 结果 与 上 一 次 归 类 结果 ( 表 6.2) 不 重复 , 因此 再 做 一 次 归 类 。 
3) 根据 第 二 次 归 类 结果 ,再 算出 G; 和 G; 类 重心 坐标 , 再 标 出 各 样本 与 本 次 
重心 间 的 距离 , 仍 按 较 小 距离 归 类 ,结果 列 于 表 6.4 中 。 
由 于 第 三 次 与 第 二 次 分 类 结果 仍 不 相同 , 仍 需 做 第 四 次 归 类 , 结果 归于 表 6.5 
中 。 可 见 ,第 四 次 与 第 三 次 分 类 结果 相同 , 故 认为 是 最 后 分 类 结果 。 情 况 如 下 : 
Gi= 11,2,3,4,6,8, 101, 平 均 发 芽 率 为 0.628, 平均 发 芽 势 为 0.409; 
G2= 15,7,9,11,121 ,平均 发 芽 率 为 0.779, 平均 发 芽 势 为 0.659。 
两 类 地 区 相 比较 , 前 者 是 种 子 质量 较 差 的 地 区 , 后 者 是 种 子 质量 较 好 的 地 区 。 
上 述 方法 的 优点 是 计算 其 小 ,速度 快 ,但 分 类 结果 依赖 于 凝聚 点 的 选择 。 为 使 
分 类 比较 合理 ,要 注意 遵循 某 个 原则 , 可 参考 有 关 文 献 。 











10 | 11 | 12 









0.018|0.122 0 |0.026|0.091 


0. 189|0.003|0.219|0.001 |0.093|0.022|0.002 
coclclclc lc， 





























Gi G1 
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地 区 
重心 
Gi 10.636,0.433|0.007|0.001|0.008|0.015|0.032 
G2 |0.802,0.672|0.091|0.098|0.040|0.115|0.017 
所 属 类 G | clclc lc 


表 6.5 


1 2 3 4 5 




















类 趣 区 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 1 | 12 
重心 


G1 |0.628,0.409|0.007|0.001|0.013|0.012|0.042|0.010|0.154|0.016|0.106|0.003|0.042|0.121 
Ga 40.779,0.659|0.080|0.083|0.031|0.104|0.011|0.138|0.012|0.164|0.002|0.059|0.007|0.004 
所 类 |G|G6 |o|o|o6|o|c6|o|o|o|6:|o: 















































二 、 扑 山 法 


疏 山 法 的 聚 类 步骤 是 ， 

1) 定义 一 个 分 类 的 目标 函数 Q( 下 文 还 要 介绍 ), Q 的 值 由 分 类 结果 确定 , Q 
值 越 大 表示 分 类 越 合理 。 

2) 给 出 初始 分 类 。 

3) 将 样本 依次 从 原 分 类 中 移 至 其 他 类 。 例 如 , 若 第 i 号 样本 原 属 第 & 类 ,将 
其 移 至 第 > 类 , 这 时 目标 函数 Q 将 改变 一 个 数值 Q 人 (> = 1,2,…, m)。 如 果 
QiD>0, 也 就 是 说 Q 值 增 大 , 则 表示 第 i 号 样本 在 第 r 类 中 比 在 第 4 类 中 更 合 
理 ,在 mm 个 数 Q 筷 ,Q 筷 ………Q 刀 中 找 出 最 大 的 一 个 数 , 例如 是 Q 急 , 则 


Q = max{ QD ; r = 12, mm (6.47) 


若 Q 刀 >0, 也 就 是 说 将 第 让 号 样本 移 至 第 j 类 是 在 现 有 分 类 基础 上 最 为 合理 的 一 
种 移 法 , 因此 调整 一 次 分 类 ,将 第 i 号 样本 X; 由 G 类 移 至 Gi 类 ( 若 j =, 表示 不 
变 )。 

把 全 部 样本 按 上 述 原则 移 完 以 后 , 得 到 新 的 分 类 。 

4) 用 新 的 分 类 当 作 初 始 分 类 ,重复 步骤 3)。 如 此 逐步 修改 直到 全 部 样本 不 再 
改变 所 属 类 别 为 止 。 因 此 样本 不 改变 所 属 的 条 件 是 Q 和 如 = 0, 所 以 终止 修改 手续 
的 条 件 可 写成 


Pap =0 (6.48) 
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此 时 必 有 
地 


根据 目标 函数 选取 的 不 同 , 息 山 法 又 可 分 为 许多 种 ,下面 介 绍 一 种 最 常用 的 目 
标 函 数 。 


1. 类 间 平 方 和 


根据 方差 分 析 的 思想 , 若 将 全 体 n 个 样本 分 成 m 个 类 , 则 总 离 差 平方 和 等 于 
类 内 离 差 平方 和 加 上 类 间 离 差 平方 和 , 由 于 总 离 差 平方 和 是 一 个 固定 常数 , 而 分 类 
的 结果 总 是 希望 类 内 离 差 平 方 和 尽量 小 , 类 间 离 差 平方 和 尽量 大 , 于 是 可 以 把 类 间 
离 差 平方 和 作为 目标 函数 Q。 

若 设 初始 分 类 为 G1,…, Gw， 各 类 样本 数 为 n1,…, mm， 各 类 样本 平均 数 为 
XX1,…， XX 全体 总 平均 数 为 。 于 是 ,类 间 离 差 平方 和 





Q = Dn(X,—X)T(X, 一斑) (6.49) 
或 
= (6.50) 


式 中 : XT = (X16, Xz Ry) XT = (XI XX), 
Xu(a = 1,2……p) 是 XX, 的 第 a 个 坐标 值 。 
现 将 原来 属 G4 的 第 ; 号 样本 移 到 G, 中 去 ,考察 Q 值 的 变化 Q42?。 
这 个 移动 只 涉及 kr 两 类 ,其 他 类 不 变 且 总 平均 数 藉 也 不 变 。 若 移动 后 的 &、r 
两 类 的 平均 数 分 别 记 为 y 和 y,, 则 


Qui) = Cn — Dy — XY — RX) + (n, +1)(y, — X)T(y, — X) 
一 na(Xs — RTX — XR) — n,(X, — XT(X, ~ X) (6.51) 
由 于 
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并 记 原 第 & 类 与 ~ 类 样本 (向 量 ) 之 和 各 为 
Bk = nk, gr = nrX, 
展开 (6.51) 式 ,合并 同类 项 并 代入 上 述 记号 ,得 


(gr— Xi) (gr ~ Xi), (ge + Xi)"(g, +X) gle _ gig 





,8 
Qu(i) = ne—1 城池 1 nh ee 
(6.52) 


该 式 即 为 实际 计算 时 采用 的 递 推 公式 。 

综 上 所 述 ,采用 类 间 离 差 平 方 和 有 息 山 法 时 , 实际 计算 步骤 为 

1) 任 给 一 个 初始 分 类 G1,…, G ,计算 各 类 样本 数 ai, …, mnw 和 各 类 样本 (向 
基 ) 的 合计 数 g1,…, gm; 

2) 将 样本 i = 1,2,…,n 依次 输入 , 若 第 i 号 样本 X,; 原 属 G,( 当 然 & 和 ;i 有 
关 ), 按 (6.51) 式 计算 Q 引 ，,…, Q 包 , 找 出 最 大 数 QA? 来 ,将 第 i 号 样本 归 入 第 j 
类 ,这 时 


nne—1 
(6.53) 


nn +1 


式 中 :一 表示 赋值 。 即 新 类 的 mw 等 于 原 类 的 ns - 1, 新 类 的 n 等 于 原 类 的 nj + 1 ， 


且 

Bk<Bk 一 和 
(6.54) 

Bigj; + Xi 

除 \j 两 类 外 , 其 余 类 的 n,、g,(r = 1,2,…,m;r 闫 j,r 关卡 ) 不 变 。 

全 部 样本 输送 完 后 ,计算 目标 函数 总 的 改变 值 , 即 
AQ= au (6.55) 
名 
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3) 由 上 述 过 程 可 得 一 个 新 的 分 类 , 再 将 此 新 分 类 作为 初始 分 类 重复 2) 直 到 
AQ =0 为 止 。 


2. 分 类 数 


以 上 介绍 的 方法 ,都 事先 假定 了 分 类 数目 为 m, 但 有 时 很 难 确定 m 究竟 取 多 
少 才 比 较 合理 。 采 用 类 的 分 解 与 合并 的 方法 可 以 改变 类 的 数目 ,这 里 只 介绍 一 种 
统计 方法 。 这 种 方法 基于 总 体 是 由 m 个 正 态 分 布 混合 而 成 , 分 类 的 目的 就 是 要 把 
属于 不 同 正 态 分 布 的 样本 分 开 。 由 统计 检验 的 理论 可 知 ,如 果 G! 和 G; 是 欲 产生 
的 两 个 类 ,样本 个 数 分 别 为 wm 和 n2(n1i+ n2=n), 重心 是 六 | 入 ,两 个 类 内 的 
离 差 阵 分 别 为 0! 和 Q。。 如 果 两 个 类 和 皆 为 p 维 正 态 分 布 , 且 协 方差 阵 相 同 , 则 用 
来 检验 两 类 平均 值 (重心 ) 是 否 显著 的 统计 量 为 


P= me F(X ~ 2) (0 + Q2) (各 - Ka) (6.56) 
下 是 服从 自由 度 为 (p, ni+ nz 一 户 -1) 的 下 分 布 的 随机 变量 。 于 是 , 按 事先 给 定 
的 信 度 w, 查 出 临界 值 F。, 进行 判断 , 当 下 > FF, 时 , 则 认为 G1、G, 来 自 两 个 总 体 ， 
应 分 成 两 类 ;反之 ,认为 G1、G, 来 自 同一 总 体 ,应 合并 成 一 类 。 

实际 进行 分 类 时 , 可 用 分 解 的 方法 。 先 令 全 部 样本 属于 G, 类 , 然后 逐次 输入 
一 个 样本 i=1,2,…n 到 G; 类 ,算出 一 个 F(i) 值 ,将 F(1),…, F(n) 中 最 大 的 一 
个 归 入 Gs 类 ,再 将 G1 类 中 所 镜 样 本 逐次 送 至 G, 同样 根据 最 大 的 F 值 确定 应 
该 划 归 G, 类 的 第 二 个 样本 ,如 此 下 去 。 

令 FD，F,…, 是 G2 类 中 含有 被 划 入 的 1 个 样本 .2 个 样本 …… 的 下 值 ,其 
中 必 有 一 个 是 最 大 的 , 例如 不 妨 为 Fw 最 大 。 如 果 Fu) > FF, 时 ,就 将 全 部 样本 分 
成 二 类 , 否则 就 不 分 类 。 

如 果 先 分 成 了 两 类 , 再 用 同样 的 方法 分 解 Gy 和 G; 类 , 一 直 类 似 的 做 下 去 即 
可 确定 出 最 后 分 类 的 数目 。 

当然 也 可 采用 合并 的 方法 。 先 估计 分 类 的 上 限 数目 &, 按 某 种 方法 分 类 之 后 ， 
逐一 用 下 统计 量 检 验 两 类 均值 之 间 的 差异 是 否 显著 ,进而 做 出 统计 判断 。 

前 面 介 绍 的 分 类 方法 , 都 是 将 样本 等 同 看 待 的 , 即 任何 两 个 样本 都 有 可 能 分 到 同 
一 类 中 去 。 有 时 , 情况 不 是 这 样 , 样 本 带 有 次 序 性 , 只 能 按 次 序 把 全 部 样本 分 成 几 段 ， 
像 这 种 不 能 打 乱 样本 次 序 的 分 类 , 常 称 为 有 序 样本 的 分 类 。 限 于 篇 幅 不 再 效 述 。 

最 后 指出 , 目前 设计 出 的 形形色色 的 聚 类 方法 ,都 是 在 某 种 条 件 下 达到 局 部 最 
优 ,很 难说 哪 种 方法 更 好 一 些 。 往往 是 将 几 种 方法 同时 使 用 , 通过 比较 分 类 结果 ， 
选择 出 一 种 比较 符合 本 专业 要 求 的 结果 来 。 
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第 五 节 多 元 线性 回归 


为 了 与 统计 学 中 常用 的 多 元 回归 不 至 于 相 混 , 首先 声明 , 本 节 介 绍 的 多 元 回归 
是 指 多 个 因 变 量 与 多 个 自 变 量 之 间 的 回归 , 而 不 是 一 元 统计 中 一 个 因 变 量 与 多 个 
自 变 量 之 间 的 回归 关系 。 也 就 是 说 , 因 变 量 本 身 也 是 多 维 的 。 实 际 应 用 中 常 要 考 
查 这 种 关系 ,如 根据 g 个 测 树 因子 ( 自 变 量 ) 同 时 估计 p 个 树种 的 积蓄 量 ( 因 变 
基 ), 根 据 9 个 自然 条 件 因子 预 估 户 种 作物 产量 ,或 者 根据 今年 的 气象 条 件 预 估 明 
年 的 各 种 气象 要 素 等 等 都 属 这 类 问题 。 


一 、 数 学 模型 与 估计 
设 p 元 因 变 其 Y( 随 机 ) 与 9 元 自 变量 X( 随 机 或 非 ) 之 间 存在 线性 回归 关系 ,有 


Yi = bl0+ bnzit br2 + + bigrg + el 





(6.57) 
Yp = bpo + bpiz1+ bp2x2 + °°* + bpgra + ep 
写成 矩阵 形式 为 
1 
Y=[b B]| |+e (6.58) 
X 
与 一 元 回归 一 样 , 把 略 去 误差 项 e 后 的 关系 式 
1 
Y= [bo B] (6.59) 
Xx 


Yj = bjo + bjizi + bir2 + °°* + bjory (j=1,2,.…,p) (6.60) 


称 为 Y 对 X 的 线性 回归 方程 式 。 同 样 地 ,方程 式 中 的 系数 bax (k==1,2,…, gq) 称 
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为 回归 系数 。 
为 了 计算 回归 系数 bi, 需 抽 取样 本 , 若 抽取 了 ” 个, 则 因 变 量 与 自 变量 的 观 
测 数据 列 向 其 为 
Y = [Y1,…, yo] 


X = [Xi …,Xo] 


将 每 个 样本 的 观测 值 Y; 和 X; 代入 (6.58) 式 ,得 


了 
Y = [bo | | +E (6.61) 
pn [x 
(grDzn 
式 中 ， 
EL 


17= [1,,1]; E=[E,…,E,] 


根据 最 小 二 乘 估计 准则 , 这 里 不 加 证 明 地 给 出 : 
若 这 了 是 X 和 Y 的 平均 数 ,多 、Y 是 X 和 了 的 中 心 化 数据 , 则 进行 回归 系数 
估计 的 正规 方程 式 为 


XXTBT™ = XYT (6.62) 


bo=Y- BX (6.63) 


由 (6.62)、(6.63) 两 式 所 决定 的 B 与 bo 即 为 线性 模型 (6.61) 式 的 最 小 二 乘 估计 ， 
也 就 是 回归 方程 (6.59) 式 的 解 。 

由 (6.62) 式 可 以 看 出 , 它 表示 的 是 g 组 p 维 线性 方程 组 , 按 着 矩阵 相等 的 定 
义 ,两 边 任 何 相应 的 一 列 都 应 该 相等 。 与 (6. 57) 式 相 比较 , 多 元 回归 中 第 j 个 方程 
式 也 就 是 (6.60) 式 所 表达 的 通 式 , 只 不 过 此 时 ; 取 的 是 某 一 定 值 。 

同样 地 , 由 (6.63) 式 可 以 看 出 , bo 的 第 j 个 元 素 为 
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bio = Y, — (bX1 + bX + + 087) 
其 正 是 Y; 对 %X 的 “一 对 多 ”回归 系数 中 的 常数 项 。 由 此 可 见 , p 元 变量 了 对 9 元 
变量 X 的 “多 对 多 "回归 问题 , 可 以 化 为 p 个 一 元 变量 Yj(j=1,2,…,p) 对 XX 的 
“一 对 多 "回归 问题 。 若 Y; 对 X 回归 问题 的 解 是 bo, bi1,…, bj, 则 矩阵 


blo bu * big 


pb20 bal … b2g 
=[b B] 


bpo bp2 … bm 
即 为 “多 对 多 "回归 方程 (6.59) 的 解 。 
为 了 简化 符号 , 不 妨 记 各 离 差 阵 为 
Lxx = 1 
| (6.64) 
Lxy = XY™ = LYx 


于 是 求解 回归 系数 的 正规 方程 可 写 为 


LxxB™ = Lxy (6.65) 


bo=Y- BX 


剩余 离 差距 阵 8 以 及 剩余 协 方差 矩阵 $ 为 


1 1 
Q= EET=(Y-[bo a bo- "| | 
Xx 


由 于 
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1 ES ~ 
Y- [bo "||- YG -二 1 — BX(1- L11") = Y- BX 
所 以 
Q = (Y- BX)(Y ~ BX)T = YYT— BXY™ 
或 
Q = Lyy- BLxy (6.66) 
且 
A WE 
SF gs (6.67) 


如 同一 元 回归 一 样 , 回归 系数 的 显著 性 检验 也 是 必须 的 。 从 根本 上 讲 , 应 该 在 
实践 中 去 检验 ,分析 经 验 回 归 方 程 是 否 与 问题 本 身 的 专业 理论 相 吻合 ; 若 用 十 预 
测 , 其 效果 又 是 如 何等 。 当 然 , 利 用 统计 检验 来 判断 经 验 回 归 方 程 的 适用 性 也 是 很 
重要 的 一 个 手段 ,在 此 就 不 再 介绍 了 ,读者 可 自学 或 参考 某 些 文献 。 


二 、 应 用 例 


在 遥感 测 基 的 应 用 中 , 常 要 进行 坐标 变换 。 例 如 要 把 某 个 林场 的 界线 转 绘 到 
卫星 扫描 图 上 去 。 由 地 形 图 很 容易 确定 林场 界线 上 各 点 的 地 理 坐 标 (X, Y), 而 卫 
星 扫 描 图 上 各 点 的 坐标 是 扫描 的 行列 号 CN, M)。 若 忽略 地 面 高 程 和 地 球 曲率 等 
误差 ,那么 (N, M) 和 (X, Y) 之 间 是 线性 关系 , 即 存在 一 个 线性 变换 , 使 


六 =bo+bXT+b2I 
(6.68) 


M = bywt+ baX+ bryY 
只 要 确定 了 常数 bj(i=1,2;j =0,1,2), 就 建立 了 坐标 变换 公式 , 也 就 很 容易 地 将 


林场 界线 转 绘 到 卫星 扫描 图 上 。 
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(6.68) 式 是 一 个 多 对 多 的 回归 方程 ,为 了 确定 回归 系数 和 回归 常数 ,需要 抽取 
- 些 样本 , 这些 样 本 点 在 测绘 学 中 称 为 控制 点 。 精 确 测定 这 些 样 本 (控制 点 ) 的 地 
理 坐标 和 扫描 行列 号 , 由 此 就 可 以 算出 (6.68) 式 中 的 各 项 系数 , 即 建立 了 地 面 坐 标 
与 卫星 扫描 图 坐标 变换 的 公式 。 
由 测量 实践 可 知 , 控制 点 的 数目 应 大 于 3。 反 映 误差 的 量 为 剩余 协 方差 S, 这 
里 g=2, 也 只 有 当 n>3 时 (6.67) 式 才 有 意义 。 
假定 观测 了 9 个 控制 点 ,控制 点 坐标 列 入 了 表 6.6 中 。 


表 6.6 








点 号 1 2 多 4 5 6 7 8 9 
100.38 | 99.70 | 92.30 | 87.60 | 87.17 | 88.30 | 92.75 | 100.60 | 90.05 


地 | X 
理 | Y| 53.24 | 51.50 | 50.50 | 52.40 | 59.00 | 59.70 | 65.20 | 62.40 53.68 
行 | N| 226 250 281 272 194 180 105 115 250 
列 | M| 644 640 517 425 385 | 401 448 599 462 






































由 表 6.6 算出 正规 方程 式 LxxBT= Lxy 的 系数 阵 Lxx 及 Lxy, 列 入 表 6.7 中 。 
表 6.7 













x Y 





x 251.228 022 一 9.668 911 ~ 574.395 555 4402.753 334 




















一 9.668 911 223.293 956 一 2656.822 22 一 1327.326 666 





= 93.205 556, N = 208.111 111 


4 


"< 


= 56.402 222, M = 502.333 333 
于 是 


本 一 2.748 858 17.325 026 
B' = LxkLxy = 


—12.017346 -5.194 106 
N 1142.125 
By 总 一 加 三 
M 受 — 819.496 
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最 后 得 坐标 变换 公式 为 


N = 1142.125 - 2.748 858X - 12.017 346Y 
(6.69) 
M =— 819.496 + 17.325 026X - 5.194 106Y 
剩余 离 差 及 剩余 协 方差 阵 分 别 为 
8.00 ”一 2.73 
。-| 
-2.73 3.91 
(6.70) 


1.333 0.455 
S = 


-0.455 0.652 


(6.70) 式 中 的 第 二 式 中 Su =1.333 及 Sz =0.652, 分 别 是 N 和 M 对 X 和 了 
的 回归 剩余 方差 , 因而 在 一 定 程度 上 描述 了 N 和 M 值 的 误差 。 顺 便 指出 , 多 元 回 
归 的 应 用 非常 广泛 ,限于 篇 幅 在 此 省 略 。 


第 六 节 ”多 元 统计 检验 


利用 观测 数据 ( 子 样 ) 对 总 体 的 某 种 性 质 所 提出 的 “假设 "进行 统计 检验 的 问题 
在 一 元 统计 分 析 中 已 接触 过 。 它 依据 的 是 概率 论 中 的 实际 判断 原理 , 即 小 概率 事 
件 在 一 次 实验 中 实际 上 被 看 做 是 不 可 能 发 生 的 。 假 设 检验 中 核心 的 问题 是 寻找 恰 
当 的 统计 量 及 其 分 布 ,或 者 至 少 对 于 给 定 的 a 找 出 满足 p(1U| 宇 wo) =a 的 临界 
值 xo。 本 节 分 别 就 各 种 常见 情况 , 介绍 如 何 构造 统计 量 和 进行 计算 的 方法 。 


一 、 两 总 体 均值 向 量 的 假设 检验 
1. 协 方差 矩阵 互 已 知 时 , 检验 请 = jp。 


若 在 p 维 正 态 总 体 中 抽取 个 样本 ,得 样本 资料 为 X = [Xi, …, X。], 样 本 均 
值 为 区。 已 知 总 体 协 方差 矩阵 互 。 欲 检验 总 体 平均 值 (向 量 )m 是 否 等 于 pro。 
首先 假定 p = ko。 如 果 假 定 正确 , 则 


吏 - po 一 Ne(0, 15) 


"NS 





考虑 到 多 元 正 态 分 布 与 x? 分 布 的 关系 , 则 二 次 型 
(po)T LE) RN- po) ~ x*(p) (6.71) 


于 是 ,得 检验 方法 

原 假设 Ho: p=ko 

构造 统计 其: T8 = n(¥— po DE (KX— po) ~ X2( 户 ) 

给 定 信和 度 a, 由 x? 分 布 表 查 出 x?(p)。 

进行 判断 : 当 T3 宇 x;(p) 时 ,拒绝 原 假设 ;反之 ,接受 原 假设 。 

由 于 一 般 很 少 有 区 已 知 的 情况 , 故 实 际 上 也 很 少 用 到 这 种 检验 。 重 要 的 是 下 
述 几 种 情况 。 


2. 协 方差 矩阵 也 未 知 时 ,检验 p = po 


若 在 p 维 总 体 X 中 ,抽取 n 个 样本 ,得 样本 资料 X = [Xi …, X,], 并 计算 得 
样本 均值 为 ,样本 离 差 (平方 和 ) 和 矩阵 为 G0。 如 果 p= peo, 则 统计 其 


于 的 (天 HO)TQO (XN— po0) 一 FE(pm 一 户 ) (6.72) 


于 是 可 类 似 上 述 得 到 检验 方法 ,此 处 省 略 , 仅 给 出 一 个 算 例 。 
[ 例 6.2] :为 判断 某 人 工 林 平 均 直径 与 平均 树 高 , 测定 了 11 株 样本 , 观测 数据 
列 入 了 表 6.8 中 。 


表 6.8 





树 号 和 8 | 9 liof an 


[1 1: [4 Ts1T* 
直径 X， | 8.0 | 8.2 | 8.5 | 7.3 | 7.6 | 7.0 | 6.7 | 6.8 | 8.9 | 9.2 9.0 
树 高 X， | 9.2 | 9.5 | 9.5 | 9.0 | 8.8 | 8.5 | 8.4 | 8.4 | 9.3 | 9.5 9.0 


一 般 地 认为 , 人 工 同龄 林 中 , 可 假定 直径 与 树 高 服从 正 态 分 布 。 现 欲 判断 此 林 龄 的 
平均 直径 石 = 8cm, 平均 树 高 万 =8.8m 是 否 正确 。 检 验方 法 如 下 : 

作 零 假设 Ho:  (D=8,H=8.8)=>po 

为 计算 统计 量 F, 先 计算 出 8 及 Q-!,XX 一 jo, 将 它们 列 入 表 6.9 及 表 6.10 
中 。 























Ct 





表 6.9 


























离 关 Q 直径 树 高 均 信 | -ko 
直 径 8.262 3.308 7.93 二 -0.07 
树 高 3.308 1.889 | 9.01 0.21 
表 6.10 
Q- 直 径 树 高 
直 径 0.4050 一 0.7092 
树 高 一 0.7092 1.7716 











利用 (6.72) 式 计算 统计 量 下 值 ,有 


(1-2)xlle 
下 = 2 27 2 


Cre 


gyXiX, = 4.998 


若 取信 和 度 a =0.05, 查 F 分 布 表 得 Fo.0s(2,9) =4.26, 由 于 下 > F,, 拒 绝 原 假设 。 
即 不 能 认为 该 林 平均 直径 为 gcm, 平均 树 高 为 8.8m。 


3, 协 方 差 矩阵 相等 时 , 检验 ki = p> 


若 在 两 个 p 维 正 态 总 体 X 和 XX 中 中 ,分 别 抽 取 ni 和 nz 个 样本 , 得 样本 资 


料 X=[X1，…, X11] 和 XX 人 0 = [X13，…, sz]。 假 定 两 总 体 协 方差 阵 相 
同 ,希望 根据 样本 资料 推断 两 总 体 均值 Ai = pzs 


如 果 Ai = pa, 说 明 两 组 样本 来 自 同一 总 体 。 若 用 起 4)、 丈 (2 表示 两 组 样本 的 
均值 , 则 EE(XD 一 素 中 )= Ai 一 pz= 0, 又 因为 吉 0) 与 吉 2) 相 互 独立 ,所 以 


D(XV -XH) = D( 训 (0) + D(X) = 工 了 + lp- + ny 
nl n2 nn2 


即 有 


豆 十 
XV -XY 一 Np(0, 2p) (6.73) 
nin2 


若 将 Q1 和 Q, 记 为 两 组 样本 的 离 差 (平方 和 ) 和 矩阵 , 则 @1 ~ Wp(n1 一 1, 允 )， Q: 一 
WP(naz 一 1, 马 ) 上 且 相 互 独立 , 则 有 


Qit+Q2~ Wp(ni+n2 -2,5) (6.74) 
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且 束 9) 这 02、O、O、O+ 0Q2 均 相互 独立 , 按 T2 统计 量 定义 , 则 


T2 二 Znaz(ml + n2 2) (5% OTW-I(RY -XY) 一 


nit+ nz 
Ti(p,nit+ nz —2) (6.75) 
于 是 
mnzt+ (mtn2-p- 1 zr -1(TD) DD) 
er (XV -XH)(Q1 + Q2) (天 -XX ) 
F(p,nit+n2-p-1) (6.76) 
得 到 检验 方法 是 , 作 零 假设 
Ho: Ai = p2 


ee i 
统计 基 为 。 FP = (XY (0 + 02) (XY - 
元 7)。 后 面 的 步骤 与 前 述 方法 完全 雷同 ,在 此 从 略 。 

4. 均值 向 量 内 部 结构 的 检验 


多 元 统计 检验 还 有 一 种 特殊 问题 , 就 是 均值 向 量 的 各 分 其 之 间 是 否 有 某 种 线 
性 关系 的 检查 。 
设 X 是 p 维 正 态 总 体 ,总 体 均值 向 量 AT = [wi, …，,Apo], 要 同时 检验 各 分 量 之 
间 是 否 满足 关系 
aup1 "app = bi 
(6.77) 
aelpl sagtp = ba 


式 中 :aj、b; 是 已 知 的 待 检 关 系 中 的 参数 。 
将 上 式 写成 矩阵 形式 为 


3 





Ap=b (6.78) 


为 检验 (6.78) 式 是 否 成 立 , 测定 了 n 个 样本 Xi, …, X,, 其 均值 向 量 为 六 ,考虑 随 
机 变量 


Y= 4X 


若 X 一 No(p, 互 ), 则 Y 一 Np(4,4ZEATI)。 显 然 , Yi = AX1,…,Y, = AX,, 相当 
于 是 由 9 维 正 态 总 体 Y 中 抽出 的 ”个 样本 , 且 相 互 独立 ,那么 


E(Y) = AE(X) = Ap = 0 (6.79) 


于 是 ,问题 化 为 本 节 上 述 2 中 所 考虑 的 情况 , 将 相应 于 Y 的 符号 式 代入 (6.72) 式 ， 
得 


下 = "(A —_b)T(AQATD)- (AX - b) ~ F(g,n - g) (6.80) 


按 着 通常 的 检验 步 又 , 即 可 达到 目的 。 实 际 上 , 这 是 一 种 检查 线性 假设 的 统计 检验 
方法 。 


二 、 协 方差 矩阵 的 假设 检验 


多 元 统计 中 仍 有 方差 齐 次 性 的 检验 问题 , 拟 分 3 种 情况 予以 介绍 。 之 前 , 先 给 
出 一 重要 概念 作为 预备 知识 。 


1. 最 大 似 然 比 


如 果 p 维 随机 向 量 X 的 分 布 密 度 为 /(X, 9), 其 中 9 为 待 估 参 数 向 量 。 为 估 
计 参 数 9 的 值 , 可 抽取 ” 个 样本 Xi(i = 1,2,…,a)。 根 据 最 大 似 然 估计 准则 , 若 
改 一 NP(, 瑟 ), 则 参数 8 就 是 上 和 加 ,样本 均值 向 量 及 样本 协 方差 $ 就 是 jr 与 
的 极 大 似 然 估计 。 

在 假设 检验 中 , 常 要 处 理 这 样 的 情况 : 即 假定 参数 ps 或 (和 ) 克 满足 某 种 关系 ， 
实际 上 是 对 A 或 (和 ) 马 做 了 某 种 限制 。 记 这 种 限制 (或 关系 或 条 件 ) 为 w; 用 符号 
6E w 来 表示 参数 满足 条 件 ;并 记 F, 为 在 条 件 。 下 的 最 大 条 件 分 布 密度 , 相应 地 
未 加 条 件 的 最 大 分 布 密度 记 为 Fo。 

一 般 地 讲 , F。<< Fa, 又 由 于 分 布 函数 总 是 大 于 或 等 于 零 的 , 所 以 必 有 下 式 成 
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立 , 即 


0<F.<Fo (6.81) 


可 以 这 样 考虑 ,在 统计 检验 中 如 果 原 假设 正确 , 即 条 件 w 正确 , 那么 等 于 未 加 限 
制 ,因此 F。 = Fa。 反 之, F。< Fa。 且 F, 越 小 ,说 明 假设 越 不 正确 。 因 此 , 可 用 


(6.82) 


来 衡量 假设 的 正确 程度 。 并 将 4。 称 为 最 大 似 然 比 , 只 要 选 定 一 个 标准 1o, 当 ju 过 
ho 时 ,就 可 以 拒绝 原 假设 ,反之 亦 然 。 称 这 种 假设 检验 的 方法 为 最 大 似 然 比 法 。 
要 正确 地 定 出 标准 , 需 知 4。 的 分 布 及 X。 的 计算 公式 , 下面 再 做 进一步 的 讨 
论 。 
2. 检验 = Zu 


设 样本 X1,…, X 来 自 总 体 N,(p, 区), 要 检验 
Ho: ££=E0 

其 中 :2o 是 已 知 的 一 个 正定 矩阵 。 

X 的 联合 分 布 密度 为 


1 


F(p,2) = 一 -一 一 
(2x) 生 | 了 3 


p(x -or -pp)) 


若 无 限 制 时 , 即 py =XX, 廿 = S( 样 本 协 方差 ), 则 下 (4, 马 ) 的 极 值 为 


1 1 元 元 
n= mn expl- 72(X—X)'S-I(X—X) (6.83) 
(27)2 [E13 | 2 | 


若 限 制 w 为 马 = 0, 而 pp 自由 不 加 限制 ,于 是 在 jp = 藉 时 , F(j, 克 ) 的 限制 极 值 为 


1 


F, = F(X, 50) = 一 二 一 。 
(2x) 科 | 也 | 


xp{- 1(x - ¥)TEo'(x - 吏 )} (6.84) 


根据 线性 代数 的 理论 可 知 , 若 ; 是 已 经 中 心 化 了 的 样本 数据 , 则 对 任何 一 个 
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PXp 阶 和 矩阵 A4, 有 
y XIAX, = ntr(AS) = ntr(SA) (6.85) 
t 


将 (6.85) 式 代入 (6.83), (6.84) 两 式 ,得 


Fa = (2) 1s-Sexp(- ur(ss-')) 


或 Fo = (2x)- 所 |S1-&exp(- 2 (6.86) 
及 
F, = (2x) 他 | Eol -sexp{- 号 CS265 (6.87) 


为 了 与 后 面 提 到 的 似 然 比 相 区 别 , 记 Xi = 站。 于 是 
一 2InAk = n[tr(SE0!) — In| SE0!|- p] (6.88) 


该 式 即 为 检验 , 克 = 5 的 最 大 似 然 比 统计 量 hi。 

由 于 0<X1<1, 所 以 0< -2InA1 志 %。41 越 小 , - 2InX 越 大 。 因 此 , 要 寻找 
的 关于 4。<Xo 时 拒绝 原 假设 的 规则 , 至 此 又 可 以 改 成 - 2InX1 宇 常数 时 拒绝 原 假 
设 。 为 确定 出 这 项 判别 , 需 算出 - 2lnhi 的 分 布 。 事 实 上 , 有 文献 证 明 , 当 ” 值 较 
大 时 ,认为 


-2mhi ~ x* [2(#+D] (6.89) 


这 样 ,就 可 按 信 度 查 出 临界 值 Xz 来 , 当 -2lnX1 之 x? 时 拒绝 原 假设 。 
当 ，” 值 较 小 时 , 用 总 体 方差 的 无 偏 估计 值 作 = -1S 来 代 痊 样 本 方差 8, 自由 
度 也 由 一 1 代 蔡 m, 则 (6.88) 式 可 写 为 


工 = ( -1)[trgzil -In|$S50'|- p] (6.90) 


。201 ， 





人 们 已 经 算出 了 工 的 近似 分 布 ,这 里 也 选 附 在 本 教材 后 。 按 信 度 a 可 查 出 L。(p， 
nn 一 1) 的 值 , 当 工 之 L。 时 拒绝 原 假设 ;反之 亦 成 立 。 


3. 检验 号 0 = 也 2 = …= 也 人 


若 人 个 总 体 分 别 服从 Ne (Po) ,五 5)) (1 = 1,2,…,), 从 中 各 抽出 al， ni 
个 样本 (n = nli+ …+ mt)。 若 检验 各 总 体 协 方 差 矩 阵 是 否 相 等 , 仍 可 采用 最 大 似 
然 比 法 。 用 Ss 中、 多) 分别 代表 第 ; 总 体 的 样本 协 方差 与 总 体 协 方差 的 无 偏 估计 
值 。 则 无 限制 的 似 然 函 数 的 极 值 为 


Fo = (2m)- 和 和 1SO1 -了 exp(- 名 (6.91) 
在 限制 = 马 2) = …= 马 (0 之 下 , 似 然 函数 的 最 大 值 为 


F, = (2x)-Z|s|-$exp(— 各) (6.92) 


式 中 : 8 = Lms™ + na2SC + ee + ns) 。 
于 是 


= (6.93) 
ISO) |- 
Bartlett 建议 将 (6.93) 式 中 的 8 及 S 中 换 成 多 及 多 ,相应 地 n 入 nj 分 别 换 成 
n 一 上 及 nj 一 1。 这 样 , 取 一 2 倍 对 数 后 可 将 (6.93) 式 改写 成 


M=-2ns= (n -AinlQyn -8)|- Bn- Din|Q/(n; -1)| 
Fe 


(6.94) 


式 中 : Q) 为 第 ; 总 体 的 样本 离 差 (平方 和 ) 阵 ; Qu = 六 Q。 


Korin 算 出 了 M 分 布 表 ,也 将 其 附 在 书后 .可 根据 3 个 参数 来 查找 M(p, vo， 
和 ), 其中; 是 随机 向 量 的 维 数 ;w = wn- 是 总 自由 度 ;k 是 要 检验 的 总 体 个 数 。 
当 ， 较 大 时 , Box 算得 M 的 近似 分 布 ,有 
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a-aMm~x[ipp+ -1] (6.95) 





式 中 : 
2p7+3p—-1 A 人 
p+ DEE- DO-1 二 | 不必 相等 
了 二 (6.96) 
(222+3 访 -1)(E+1) 各 相等 


6(p+1)k(n—1) 


至 此 , 得 到 检验 上 个 总 体 协 方差 矩阵 是 否 相等 的 办 法 。 做 出 原 假设 Ho 之 后 ,用 
(6.94) 式 算出 统计 量 的 数值 , 根据 给 定 的 信 度 , 找 取 M 分 布 表 或 x? 分 布 表 。 当 


M>M。(p,m 一 ,或 如 [十 p(p+1)(k 一 1)] 时 , 则 拒绝 原 假设 。 


4. 检验 EF)= 了 (2) = … = Bt), 0} = pp) = = pt! 


有 时 需要 判断 个 总 体 是 否 相同 , 这 就 要 对 多 个 协 方差 矩阵 和 均值 向 量 同时 
检验 。 仍 用 最 大 似 然 比 法 ,将 nj 换 成 nj 一 1 后 ,得 统计 量 


Pos ml 
an 7 LIQ 
EE 人 


44= i (6.97) 


IQl's Dw 7 
式 中 : nj 仍 为 第 j 个 总 体 中 的 样本 数 ;n = Sip 为 总 体 维 数 ; Q 中 是 第 j 总 体 
的 样本 离 差 (平方 和 ) 和 矩阵 , Q 是 将 全 部 n 个 样本 合 在 一 起 做 一 组 时 样本 的 离 差 平 


方 和 (注意 不 同 于 3. 中 的 Qo)。 
Kendall 指出 , 当 n 充分 大 时 ,近似 地 有 


-2ms 一 z2[ 二 so+D-D] (6.98) 
按 信 度 a 查 出 临界 值 x? 后 , 当 
-2n4s > x2 [plp + DG -1)] 
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时 , 拒绝 原 假设 。 反 之 亦 然 。 
5. 回归 系数 显著 性 检验 


在 第 六 章 第 五 节 中 介绍 了 多 对 多 的 线性 回归 , 实际 应 用 时 , 有 时 自 变量 和 因 变 
量 的 分 量 都 很 多 , 自 变量 的 某 些 分 量 与 因 变 量 的 某 些 分 量 之 间 未 必 都 有 显著 的 相 
关 关 系 。 带 着 这 些 分 量 进行 计算 致使 工作 量 过 大 , 且 有 时 还 会 掩盖 一 些 主要 关系 ， 
因此 希望 将 “无 关 重 要 的 ”分量 从 回归 方程 中 剔除 。 

若 因 变量 Y 是 p 维 向 量 , 自 变量 X 是 4 维 向 量 , Y 对 X 的 多 元 回归 方程 式 为 


31 = a10 + auzit+ "+ alrg 


32 = a20 + Qa21z1 十 … + a2grg 


(6.99) 


yp = ap0 + aplz1 + + apero 


若 要 检验 x, ,1, …, ze 是 否 对 Y 有 影响 (注意 X 的 分 基 是 可 任意 编号 的 ,这 里 不 妨 
假定 的 是 g - 个 分 量 是 X 的 最 后 g - 个 ), 根 据 理论 上 的 推导 , 可 以 构成 统计 量 





A= (6.100) 


2。 


则 4 的 值 很 接近 1 表示 假设 正确 , 与 1 相差 越 远 表示 假设 越 不 正确 。 可 以 证 明 ， 
有 


A~A(p,n-g-1,g—r) (6.101) 


这 里 , p 是 向 量 Y 的 维 数 , ”为 样本 数 ;9 为 X 的 维 数 , q - r 是 欲 检查 其 系数 是 否 
为 零 的 X 的 分 量 个 数 , 具体 的 检验 方法 如 下 : 

1) 用 自 变 基 X 的 全 部 数据 与 因 变 量 Y 建立 回归 方程 , 并 按 (6.66) 式 计算 无 
限制 情况 下 的 Qn; 

2) 用 X 的 前 r 个 分 量 的 数据 X; 与 因 变量 Y 建立 回归 方程 , 仍 按 (6.66) 式 计 
算 限 制 情况 下 的 CQ。; 

3) 令 
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4) 按 信 度 a 查 4 分 布 表 得 临界 值 A。; 
5) 若 4 和 4。, 则 拒绝 原 假设 , 即 认为 z,+1,…, ze 对 了 有 影响 ;反之 亦 成 立 。 
当 p 或 n,(=g 一 r) 值 较 大 时 ,可 令 


w=- [(n -DD-2tair-l]nA (6.102) 


则 当 v > x?[p(g - 7)] 时 ,拒绝 原 假设 。 
第 七 节 判别 分 析 


在 第 六 章 第 四 节 中 介绍 过 样本 分 类 问题 , 是 在 事先 毫 无 关于 “类 "的 知识 情况 
下 应 用 的 。 与 此 相对 的 在 实际 工作 中 , 有 时 事先 已 有 类 的 划分 , 或 事先 分 好 了 
“类 ", 需 要 的 是 判断 那些 还 未 分 类 的 样本 究竟 属于 当 哪 一 类 。 判 别 分 析 就 是 解决 
这 类 问题 的 一 种 数学 方法 ,也 有 文献 称 其 为 有 监督 分 类 。 


一 、 距 离 判 别 


若 某 问题 事先 已 有 m 类 的 知识 , 不 妨 可 将 每 类 视 为 一 个 总 体 , 设 每 个 总 体 都 
是 p 维 变量 ,第 ; 类 G, 的 均值 向 量 为 jj, 协 方差 阵 为 瑟 (j =1,2,…, m)。 现 有 一 
样本 Y, 要 判断 它 属于 哪 一 个 总 体 , 将 其 归 类 。 一 个 最 直观 的 想法 , 就 是 计算 一 下 
Y 到 各 总 体 之 间 的 距离 4(Y, G;), 且 将 Y 归 入 离 它 最 近 的 那 一 类 , 剩 下 的 问题 是 
采用 何 种 距离 合适 ? 

如 果 各 总 体 服从 正 态 分 布 , 且 Y 确 属于 第 ; 总 体 , 即 了 ~ No( 必 , 马 )。 根 据 直 
交 变 换 理 论 , 必 存 在 “个 矩阵 4, 使 4 如 4AT=1。 又 令 多 = A(Y -万 ), 易 见 X 一 
No(0,T)。 从 而 , 有 


(了 一向) -pp) = XIX ~ x*(p) (6.103) 
车 令 
cd2(Y,Gi) = (Y -pp)TE7 (YY 一 证) 
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它 只 与 维 数 p 有 关 , 而 与 其 他 因素 无 关 。 可 见 , 采 用 马 氏 距离 做 判别 是 合适 的 。 
如 果 总 体 均值 与 方差 未 知 , 可 用 样本 均值 和 方差 来 代替 , 公式 也 相应 换 成 


d2(Y,Gi) = (Y - %)'S;,!(Y ~ ¥) 


在 区 感 技术 的 应 用 研究 中 ,利用 卫星 磁带 的 各 波段 光 强 度 进行 土地 类 型 分 类 
是 一 个 重要 内 容 。 一 般 地 是 ,首先 将 研究 地 区 分 成 m 个 类 型 , 想像 将 各 类 型 分 成 
大 小 相同 的 许多 样 地 , 在 每 个 类 型 中 抽取 一 部 分 地 作为 训练 样 地 。 测 定 每 个 训练 
样 地 四 个 波段 的 光谱 度 (4, 5, 6, 7 四 个 波段 ), 用 以 估计 各 类 型 (总 体 ) 的 均值 和 协 
方差 阵 。 然 后 依次 判断 各 样 地 所 属 类 型 ,从 而 达到 将 全 部 土地 进行 分 类 的 目的 。 

以 上 讨论 地 是 各 总 体 协 方差 矩阵 不 等 时 距离 判别 的 方法 。 这 时 , 为 计算 协 方 
差 需要 较 多 的 样本 , 且 又 需 分 别 算出 各 方差 阵 的 逆 阵 , 计算 工作 量 较 大 。 特 殊 情 况 
下 , 如果 已 知 各 总 体 协 方差 阵 相 同 ,至 少 这 样 的 假设 不 被 拒绝 时 , 可 采用 如 下 距离 
判别 的 方法 。 

假定 m 个 总 体 协 方差 阵 相 同 但 未 知 , 在 每 个 总 体 中 各 抽取 mi, …, mm 个 样 
本 , 分别 算出 各 总 体 的 均值 向 量 X; 和 离 差 阵 Qi, 令 


Q=Q+…+Q, (6.104) 


则 一 人 2 一 是 各 总 体 公共 协 方差 阵 的 无 偏 估计 值 ,其 中 ”= mi。 如 用 @ 去 代替 
0;, 这 就 增加 了 自由 度 , 也 可 以 提高 精度 。 则 将 ' 


d2(Y,G;) = n(Y -%)TQ, (YY - K) 
可 直接 改写 成 
ad2(Y,G) = (Y -总 )TO-ICY 一 部) (6.105) 


这 里 ,由 于 ”为 常数 ,为 了 计算 数字 简单 而 被 省 略 。 它 并 不 影响 分 类 结果 。 

顺便 指出 , 经 实地 验证 判别 结果 有 时 也 有 判别 错误 的 时 候 , 造成 判 错 的 原因 3 
要 有 两 方面 , 一 是 由 于 样本 数 较 少 , 对 方差 阵 估计 的 误差 较 大 ;二 是 由 于 某 些 地 类 
光谱 数值 接近 。 例 如 , 针 叶 林 和 阔 叶 林 之 间 有 时 容易 判 错 , 而 竹林 和 水 地 之 间 一 般 
不 会 判 错 。 因 为 距离 判别 是 以 各 样本 观测 值 与 各 类 均值 之 间距 离 大 小 来 判定 样本 
归属 的 。 假 定 各 样本 遵从 正 态 分 布 , 则 样本 观测 值 出 现 的 概率 可 用 图 6. 1 表示 。 
图 中 义 , 和 表示 两 个 地 类 的 均值 , Y 和 Ys 表示 待 判 的 两 个 样本 。 显 然 , 像 
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Yi 这 样 的 样本 它 属 于 第 一 总 体 的 可 能 性 很 小 ,一般 不 会 判 错 ; 像 Y 这 种 情况 , 它 
距 元 较 近 , 按 判 别 规则 应 将 它 判 归 第 二 总 体 , 但 它 也 同样 落 在 第 一 总 体 之 内 , 属 
于 它 的 可 能 性 尽管 较 小 ,但 总 是 有 可 能 发 生 的 , 这 与 不 能 认为 “被 拒绝 的 假设 都 一 
定 是 错误 的 假设 "一 个 道理 , 因而 也 就 有 可 能 判 错 。 


Pp 


图 6.1 


可 以 直观 地 看 出 , 如果 X 与 ,相距 越 远 , 或 第 一 、 第 二 两 个 总 体 方差 越 小 ， 
出 现 判 错 的 可 能 性 越 小 。 


二 、Bayes 判别 


贝 叶 斯 判别 属 权 函数 方法 的 一 项 应 用 。 采 用 此 法 应 知道 各 总 体 G; 的 概率 分 
布 密度 广 (Y), 以 及 各 总 体 占 全 部 总 体 的 权重 wj 和 判断 损失 (风险 )L(i, j)。 

已 知 有 类 G1,…, Gu 每 类 皆 为 p 维 总 体 ,分 别 具 有 分 布 密 度 f1(XX),…， 
用 (X)。 现 任 取 一 个 样本 Y, 它 属于 G; 的 事前 ( 验 前 ) 概 率 为 wj, 根据 这 些 资 料 如 
何 判断 Y 属于 哪个 总 体 呢 ? 

因为 一 个 样本 Y 是 p 维 空间 中 的 一 个 点 ,设想 整个 p 维 空间 分 成 了 k 块 ,分 
别 记 为 D1,…, D,。 若 样本 Y 落 入 D;, 就 将 Y 判定 属于 G; 总 体 , 关键 是 如 何 划分 
这 些 块 。 

假定 Y 实际 属于 G;, 而 将 其 判定 属于 G; 时 所 造成 的 损失 是 (i,j)。 造 成 这 
一 损失 的 概率 为 


pOG1D= [rooOdx (iA) (6.106) 
上 


于 是 ,通过 划分 D1,…, D; 来 进行 判断 造成 的 平均 损失 为 





g(Di,*%, Di) = Dw DOLD)pG1i) (6.107) 


注意 ,这 里 恒 取 
L(i,i)=0 (6.108) 
说 明 没有 判 错 就 没有 损失 。 
按 风险 最 小 的 原则 , 如 果 取 
Di= {(Y1A(Y) 扫 万 (Y)37 = 12…,} (6.109) 
式 中 : 
hi(Y) = Dor WL (6.110) 


则 能 使 平均 损失 g (D1,…, D ) 达 到 最 小 。 

(6.109) 式 的 意思 是 抽取 一 个 样本 Y, 按 (6. 110) 式 分 别 算出 hi(Y)， 
h2(Y),…, he(Y), 若 这 个 数 中 最 小 的 是 h1(Y), 则 认为 Y 落 入 Di, 即 判定 Y 
属于 Gi。 这 样 的 判别 方法 称 之 为 贝 叶 斯 判别 准则 。 

至 于 各 总 体 的 分 布 密度 万 (Y ), 权重 rw 以 及 引进 的 损失 L(i,j), 这些 函 数 或 
数字 可 由 理论 分 析 或 根据 已 有 资料 或 预备 调查 确定 。 例 如 , 权重 w 一 般 可 由 历 
史 资 料 或 预备 调查 估计 出 来 , 如 上 毫 无 这 方面 资料 , 实用 时 也 可 取 等 权 w=1(j=1， 
2,…,k)。 有 时 , 取 损 失 函 数 为 


L(i,))=1-6; 


式 中 :6; = 当即 如 果 关 对 , 则 无 损失 ;如果 判 铺 , 不 论 什么 氏 ， 皆 认为 损 


失 为 1。 根 据 所 讨论 问题 的 不 同 , 当然 也 可 以 取经 济 目的 来 确定 损失 函数 。 
如 果 取 L(i,j)=1-6;, 将 其 代入 (6.110) 式 ,有 


< 人 
Ai(Y) = Dwfi(¥) = Dwfil¥) - wfi(Y) (6.111) 
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由 于 wfi(Y) 在 样本 Y 一 旦 取 定 后 就 变 为 一 个 常数 , 因此 空间 划分 公式 
名 
(6.109) 变 为 


Di = {Y|wfi(Y) > wf(Y),j = 1,2,.%,k} (6.112) 


如 果 G) 是 正 态 分 布 , 即 


JCY) = (20 sl toxp(- TY p)TE7(Y - p)) 


相应 的 判别 条 件 wif1(Y) 宇 wjf;(Y) 可 以 改写 成 


(Y - pOTEN(Y -pp) - 2lnwj > (Y - pO)TEIY -~ pi) - 2Inwi 
(6.113) 


也 就 是 说 ,如 果 定义 样本 Y 与 G; 总 体 的 距离 为 
d2(Y,G) = (¥ -pTEY -万 ) -2lnw, (6.114) 


则 贝 叶 斯 判别 与 距离 判别 步骤 一 样 。 特 别 是 , 若 取 所 有 的 w; = 工时 (等 权 ), 贝 叶 
斯 判别 就 是 以 马 氏 距离 为 基础 的 距离 判别 。 或 者 说 , 距离 判别 是 贝 叶 斯 判别 的 特 
殊 情 况 。 

最 后 指出 , 以 上 讨论 的 两 种 判别 分 析 的 方法 , 主要 适用 于 定量 数据 。 如 果 深 入 
下 去 ,还 可 引出 一 个 线性 判别 函数 ,将 判别 分 析 的 问题 化 成 求 一 个 线性 判别 函数 
aTY 及 常数 b 的 过 程 ,这 就 是 所 谓 的 Fisher 判别 准则 。 这 种 判别 方法 还 可 推广 到 
含有 定性 数据 的 情况 。 限 于 篇 幅 , 在 此 从 略 。 


思考 题 与 习题 


1. 多 元 样本 的 均值 六 ,中心 化 数据 V 以 及 标准 化 数据 是 如 何 定义 的 ? 各 自 
具有 的 几何 意义 是 什么 ? 

2. 欧 氏 距离 与 马 氏 距离 各 具有 什么 性 质 ? 改正 数 的 平方 和 VTV 和 VTpy 
是 一 种 距离 吗 ? 

3. 设 X= (Xi, Xz,…, Xp)T 是 协 方差 阵 为 
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克之 o 之 oi 之 0 的 Px1 维 随机 向 量 , 求 X 的 主 分 量 。 


on o4 oop 


o4 aa3 op of 


4. 请 考虑 并 狗 述 一 下 : 求 误差 椭圆 的 长 、 短 半 轴 E、F 与 主 分 量 分 析 有 何 异同 
的 地 方 ? 

5. 叙述 诊 类 分 析 中 的 最 小 距离 法 的 分 类 步骤 。 你 认为 哪 种 豪 类 分 析 的 方法 
较 好 些 ? 

6. 多 元 线性 回归 系数 的 求解 过 程 与 控制 网 按 间 接 观 测 处 理 过 程 有 何 异 同 ? 

7. 两 种 软件 A 和 B 对 地 物 点 自动 识别 进行 试验 , 实验 结果 如 下 表 所 列 ; 


























其 中 提高 地 物 点 准确 位 置 的 单位 为 0.1mm。 在 给 定 的 显著 性 水 平 0.01 和 
0.05 下 ,检验 原 假设 Ho: py = po。 


2126.10 


8. 若 模板 数据 为 = [ 


[2 


上 未 知 目标 的 特征 数据 为 = 


jc] 其 中 nn = 879。 取 显著 性 水 平 a= 0. 003 时 的 临界 值 


X8.003(3) = 15.0, 试 按 最 大 似 然 比 法 进行 协 方差 矩阵 的 检验 假设 Ho: 呈 = 50。 


9. 判别 分 析 是 根据 个 体 的 某 些 特征 , 将 它 归 入 若干 总 体 之 一 的 方法 , 那么 造 
成 错 判 的 原因 是 什么 ? 
10. 贝 叶 斯 判别 与 距离 判别 有 什么 关联 ? 
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第 七 章 空间 数据 质量 
控制 与 抽样 检验 
第 一 节 质量 管理 与 控制 的 一 般 概念 


空间 数据 的 质量 是 GIS 生存 和 发 展 的 保障 , 缺少 质量 指标 的 GIS 和 其 他 产品 
- 样 ,将 无 法 得 到 用 户 的 信任 。 


一 、 关 于 质量 的 几 个 概念 
1. 质量 管理 的 对 象 


产品 的 质量 就 是 产品 的 适用 性 , 美国 一 位 著名 的 质量 管理 专家 认为 :质量 是 
“产品 在 使 用 时 能 成 功 地 满足 用 户 需 要 的 程度 "。 质 量 不 是 一 个 固定 不 变 的 概念 ， 
而 是 动态 的 、 变 化 的 发 展 的 。 用 户 对 产品 质量 要 求 的 “满足 程度 " 则 反映 在 对 产品 
的 性 能 、 经 济 特性 、 环 境 特性 , 服务 特性 等 方面 。 因 此 , 质量 是 一 个 综合 的 概念 。 

不 难 理解 ,产品 质量 是 有 形 的 质量 ,服务 质量 是 无 形 的 质量 。“ 用 户 需 要 "一 般 
可 转化 成 有 指标 的 特征 和 特性 , 包括 实用 性 、 安 全 性 、 可 靠 性 、 维 修 性 有 效 性 等 方 
面 。 

质量 有 狭义 质量 和 广义 质量 之 分 。 狭 义 质量 是 指 产品 质量 ;而 广义 质量 是 指 
一 切 质量 , 即 除 产品 质量 外 , 还 包括 服务 质量 和 工作 质量 等 。 


2. 质量 特性 


产品 满足 人 们 某 种 需要 而 具备 的 属性 和 特征 称 为 质量 特性 。 根 据 不 同 的 使 用 
要 求 和 使 用 目的 , 不同 的 产品 具有 不 同 的 质量 特性 ,有 内 在 特性 , 如 结构 、 强 度 、 精 
度 等 ;有 外 在 特性 , 如 形状 、 色 泽 ; 有 经 济 特 性 , 如 成 本 、 价 格 、 维 修 费用 等 。 综 合 起 
来 , 可 归纳 成 性 能 、 寿 命 .可 靠 性 、 维 修 费用 和 经 济 性 5 个 方面 的 质量 特性 值 。 所 谓 
产品 的 适用 性 就 是 建立 在 这 些 质量 特性 值 的 基础 之 上 的 。 通 过 对 产品 质量 的 定性 
化 或 定量 化 , 可 以 得 到 产品 质量 的 标准 。 


3. 质量 管理 


质量 管理 是 全 部 管理 职能 的 一 个 方面 , 它 的 职能 是 负责 质量 方针 的 制定 和 实 
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施 。 是 企业 求生 存 图 发 展 的 最 关键 性 的 工作 之 一 。 
4. 质量 控制 


为 达到 对 质量 的 预期 要 求 所 采取 的 作业 技术 和 活动 称 作 质 量 控制 。 其 任务 是 
及 时 发 现 作业 技术 和 活动 是 否 偏离 技术 设计 或 有 关 规 范 , 保障 生产 过 程 正常 达到 
控制 产品 质量 的 目的 。 


5. 质量 体系 


质量 体系 是 指 为 实施 质量 管理 , 由 组 织 机 构 、 组 织 程 序 `. 过 程 和 资源 构成 的 有 
机 整体 。 是 为 满足 质量 目标 的 需要 建立 的 综合 体 。 建 立 质量 体系 是 质量 管理 的 核 
心 问题 。 


二 、 质 量 管理 发 展 的 三 个 阶段 


根据 世界 上 各 发 达 国家 推行 质量 管理 的 实践 来 看 , 质量 管理 的 发 展 大 致 可 以 
分 为 三 个 阶段 。 


1. 质量 检验 阶段 


这 个 阶段 的 质量 管理 主要 手段 是 , 通过 严格 的 检验 程序 来 控制 产品 的 质 基 , 并 
根据 预定 的 质量 标准 对 产品 的 质量 进行 判断 。 

在 这 一 质量 管理 的 初级 阶段 ,通常 是 将 设计 、 制 造 和 检验 分 属 三 个 部 门 ,形成 
“三 权 分 立 ”, 对 产品 质量 标准 的 严肃 性 有 好 处 ,各 部 门 的 质 基 责任 可 得 到 严格 地 划 
分 。 不 足 之 处 在 于 , 这 种 事后 检验 无 法 在 生产 过 程 中 "预防 " 或 “控制 "不 合格 品 的 
生产 。 同 时 , 这 种 全 数 检验 对 于 大 批量 或 破坏 性 的 检验 是 不 经 济 实用 的 。 


2. 统计 质量 管理 (SQC) 阶 段 


这 一 阶段 是 从 20 世纪 40 年 代 至 50 年 代 末 。 其 主要 特点 是 应 用 数理 统计 原 
理 预 防 不 合 格 品 的 生产 并 检验 产品 的 质量 。 质 量 管理 工作 由 专职 检验 人 员 转 向 移 
交 给 质量 控制 的 技术 人 员 承 担 , 质量 管理 由 事后 检验 变 为 质量 的 预防 性 控制 与 事 
后 检验 相 结合 的 管理 方式 。 


3. 全 面 质量 管理 (TQC) 阶 段 


这 一 阶段 是 从 20 世纪 60 年 代 末 至 今 。 它 是 科学 技术 的 新 成 就 .新 概念 ,特别 

是 在 系统 科学 强 有 力 的 推动 下 产生 的 。 全 面 质量 管理 的 对 象 不 仅 是 狭义 的 产品 质 

基 , 还 包括 工作 质量 和 服务 质量 等 广义 质 基 ;质量 管理 的 范围 不 仅 是 生产 过 程 , 而 

是 产品 质量 产生 和 形成 的 全 过 程 ,包括 设计 、 制 造 和 其 他 辅助 等 过 程 ; 它 要 求 企业 
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中 的 全 体 职工 明确 企业 的 质量 方针 和 目标 , 使 每 个 成 员 都 参与 质量 管理 。 它 要 求 
把 客户 的 需要 放 在 第 一 位 ,采取 严格 把 关 与 积极 预防 相 结合 , 并 以 预防 为 主 , 提倡 
用 数据 说 话 。 

开展 全 面 质量 管理 需要 具备 一 定 的 基本 条 件 , 要 做 好 一 系列 必要 的 基础 工作 ， 
例如 制定 技术 标准 和 管理 标准 ,做 好 计量 管理 ,质量 情 报 、 质 量 教育 及 建立 质量 责 
任 制 的 工作 。 


第 二 节 ”统计 过 程控 制 与 控制 图 
一 、 过 程控 制 与 控制 图 的 基本 格式 


过 程控 制 也 称 为 工序 控制 。 产 品质 量 管理 的 过 程控 制 , 就 是 运用 统计 数学 的 
方法 , 从 工序 上 检验 生产 进程 (包括 管理 过 程 以 及 服务 过 程 ) 是 否 正常 , 及 时 发 现 和 
清除 造成 产品 质量 不 稳定 的 因素 , 预防 次 品 的 出 现 。 通 过 工序 控制 管理 可 探求 产 
品质 量变 异 的 原因 与 幅度 ,合理 地 选择 ,配置 与 研究 各 项 生产 技术 条 件 和 措施 , 对 
不 断 提高 产品 质量 的 精密 度 , 深化 科学 技术 管理 都 有 着 重要 意义 。 

过 程控 制 的 控制 对 象 是 系统 因素 , 生产 过 程 中 只 有 大 量 的 微小 的 偶然 性 因素 
影响 产品 质量 时 , 可 认为 生产 过 程 是 正常 的 ,是 处 于 被 控制 状态 之 中 , 产品 质量 时 
现 稳定 。 反 之 ,车 有 系统 因素 起 作用 , 显著 影响 产品 质量 时 , 则 认为 生产 过 程 脱离 
了 控制 状态 ,产品 质量 是 不 稳定 的 , 应 该 删除 这 种 系统 因素 。 

产品 质量 的 表现 方式 有 三 种 :一 种 是 以 某 项 物理 度量 (如 零件 尺寸 , 抗 压强 度 、 
抗 拉 强度 等 ) 表 示 的 , 即 计 基 的 ;一 种 是 以 正品 ,次 品 的 件数 表示 的 , 即 计 件 (或 计 
数 ) 的 ; 另 一 种 是 以 产品 上 的 交点 数 表示 的 , 即 计 点 的 。 对 它们 的 质量 控制 通常 是 
通过 过 程 (工序 ) 控 制图 进行 的 。 

控制 图 是 一 种 用 统计 数学 的 方法 对 生产 过 程 (或 服务 过 程 ) 的 质量 测定 和 记录 
的 分 析 设计 图 。 

控制 图 的 基本 格式 是 一 张 在 二 维 坐标 系 中 表示 的 图 , 一 般 取 横 坐标 表示 样本 
序号 , 纵 坐标 表示 质量 特征 值 。 在 图 上 画 出 三 条 与 横 轴 平 行 的 实 线 , 分别 是 控制 中 
心 线 CL 和 另外 两 条 上 、 下 控制 限 线 UCL 和 ZLCL, 如 图 7.1 所 示 。 图 中 分 为 三 个 
区 ,1 区 为 安全 (正常 ) 区 ,2 区 为 警戒 区 ,3 区 为 次 品 区 。 

在 实行 过 程控 制 中 , 必须 定时 抽取 样本 , 将 样本 的 特征 值 描绘 在 图 上 。 如 果 特 
征 值 落 在 1 区 , 且 排列 没有 异常 (指数 据 的 波动 幅度 ) 现 象 , 则 认为 生产 被 处 于 控制 
状态 ,也 就 是 生产 过 程 是 正常 的 ;如 果 特 征 值 落 在 2 区 或 3 区 ,或 者 虽 落 在 1 区 ,但 
排列 异常 , 则 认为 生产 过 程 不 正常 , 处 于 非 控制 状态 , 必须 采取 措施 。 


人 人 





质量 特征 值 





二 计量 控制 


过 程控 制 是 基于 生产 过 程 中 只 含有 大 量 的 \ 相 互 独立 的 、 偶 然 的 \ 作 用 微小 的 
诸 因素 影 响 , 按照 多 因素 影响 的 总 和 服从 正 态 或 渐 近 正 态 分 布 来 设计 控制 的 。 

若 已 知 某 总 体 平均 数 为 ,总 体 的 方 根 差 为 , 由 于 约 有 99.7% 的 工件 ,其 设 
计 的 标准 数据 会 落 入 (上 w- 3c,w+ 3c) 范 围 之 中 , 也 就 是 说 ,只 有 3‰ 左 右 的 数据 会 
超越 这 个 范围 之 外 , 通常 就 以 y -30 为 控制 下 限 ,以 w+ 3c 为 控制 上 限 。 

根据 对 正 态 总 体 中 样本 均值 推断 理论 , 过 程控 制 中 定时 抽取 的 各 样本 均值 X 


构成 的 总 体 服从 N(w, 把 ) 分 布 。 由 于 衡量 总 体 波动 情况 的 指标 o 一 般 是 不 知道 


的 , 常 以 各 批 抽 取 的 子 样 计算 出 的 样本 方 根 差 S 来 代替 。 则 图 7. 1 中 的 三 条 平行 
线 可 由 下 式 确定 


Xa = 工 (7.1) 


式 中 :是 各 批 样本 均值 总 体 的 平均 值 , 即 工 = 挛 。 
由 于 对 S 的 计算 有 时 较 繁 , 根据 统计 理论 研究 , 对 于 正 态 分 布 总 体 来 说 , 如 果 
子 样 容量 大 小 n 为 一 定 ,从 同一 总 体 中 抽取 的 子 样 的 极 差 (R = zx - xm) 均值 


的 估 值 与 o 的 估 值 之 间 有 倍数 关系 , 可 用 下 估计 o, 有 o = 即 有 
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Kor = 工 (7.2) 
Xia = 工 一 ne 
dd 的 数值 是 按 下 式 计算 的 
d= ,01-0 0(7))" -er)"idz (7.3) 
式 中 ， 
?7) = [ 遍 eop(- $a (7.4) 
部 分 计算 数值 如 下 : 





"| 2] 3， 









pees ee 
员 巾 的 A A 3A。 


顺便 说 明 ,用 A 估计 总 体 方 根 差 时 , n 不 能 太 大 ,如 >12 则 估计 精度 很 
差 , 一 般 取 4 或 5; 要 求 样本 批 数 应 当 不 少 于 20。 

上 述 介绍 了 关于 z 的 控制 图 ,如果 有 xz 落 在 控制 范围 外 , 就 将 该 样本 删除 , 对 
剩 下 的 样本 重新 计算 z 以 及 上 、 下 控制 线 。 直 到 全 部 的 zx 落 在 控制 范围 内 , 就 认 
为 生产 过 程 正常 。 实 际 上 这 种 复核 工作 的 意义 也 是 在 检验 被 抽取 的 总 体 是 否 为 正 
态 分 布 。 

生产 过 程 中 除了 控制 平均 水 平 外 , 还 要 控制 数据 的 波动 幅度 。 

研究 表明 , 极 差 R 也 是 一 个 随机 总 体 , 当 样 品 个 数 较 小 时 (例如 n=5 或 6 
时 ), R 服从 渐 近 正 态 分布 , 即 也 可 以 由 多 批 样本 的 R 计算 的 页 作为 该 总 体 的 平 

“215. 





均 数 。 且 极 差 总 体 的 方 根 差 og 与 原 正 态 总 体 的 o 之 间 有 一 定 倍数 关系 , 即 有 og 


的 估 什 为 do, 于 是 有 om 的 估 什 为 2 页。 
d; 是 按 下 列 公式 计算 的 : 


d=2 1- 00)" 1- Bz)" + 


[@(z,) - D(z)])dzidr, -< (7.5) 
式 中 : 
> 1 2 
0(7) = 起 pC- 多 4 (7.6) 
部 分 计算 数值 如 下 : 
nn 2 










0.8525 
0.756 





表 中 的 D=$,D,=1-3D,D,=1+3D。 
对 R 控制 图 , 则 有 





Rcr =R (7.7) 


R 控制 图 的 检验 方法 与 X 控制 图 的 检验 方法 相似 。 
应 用 六 \R 控制 图 来 控制 产品 质量 时 , 所 选 样本 应 具 代表 性 , 尽 可 能 在 生产 正 
常 和 稳定 的 情况 下 收集 ;不 同 生 产 条 件 下 制定 不 同 的 控制 图 ;XX 的 控制 上 限 , R 的 
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控制 下 限 均 有 实际 意义 ;要 善于 把 两 种 控制 图 结合 起 来 使 用 。 
三 、 计 件 ( 计 数 ) 控 制 


计件 控制 的 目的 是 要 控制 一 批 产 品 中 的 次 废品 件数 或 次 废品 比率 。 检 验 一 件 
产品 ,要么 合格 , 要 么 是 次 废品 , 二 者 必 居 其 一 , 像 这 样 的 变量 , 它 的 变化 将 服从 二 
项 分 布 规律 。 

据 数 理 统计 理论 的 研究 , 在 生产 状态 稳定 的 条 件 下 , 当 p 不 太 小 , 且 样 本 的 容 
基 ” 较 大 时 , 由 二 项 分 布 的 正 态 渐 近 理论 可 知 ,次 品 率 p 或 样本 次 品 数 np 这 个 总 
体 也 属 渐 近 正 态 分 布 。 当 各 批 ”相同 时 , 可 用 多 批 样本 的 平均 次 品 个 数 np 为 总 体 


平均 数 ,用 v np(1 -Pp) 作为 衡量 总 体 波动 的 方 根 差 指标 , 则 样本 次 品 数 np 的 
上 、 下 控制 限 计算 公式 为 


(ap)uce = np +3 np(1- 7) 


(np)a. = np (7.8) 
(nap)ic = np -3 np(1-7) 


式 中 :p= 台 p/ 样 本 批 数 。 若 依 (7.8) 式 作 图 则 称 np 控制 图 。 
由 于 次 品 数 总 是 正 数 , 当 计算 出 的 下 限 值 为 负数 值 , 下 限 事实 上 不 存在 。 


四 、 计 点 控 制 


计 点 控制 的 目的 是 要 控制 某 件 或 某 组 产品 上 症 点 数 ,这 种 产品 一 般 都 是 体积 (或 
面积 ) 较 大 的 ,如 和 铸件、 布匹。 也 有 用 一 组 产品 作为 一 个 检验 单位 的 , 如 三 五 件 铸件 
(要 求 每 件 上 疫 点 数 很 少 ) 等 。 一 般 地 ,样本 疯 点 数 形成 泊 松 分 布 。 当 癣 点 的 总 体 平均 
数 不 小 于 5 时 , 可 用 正 态 分 布 台 近来 作 控 制图 。 若 用 C 表示 每 件 产品 上 的 疣 点 数 ， 


Cuu =EG+3yVCG 
Ca =E (7.9) 
Ca =C-3VC 


式 中 :C 为 各 批 样本 的 疯 点 数 C 的 平均 值 ; VE 作为 衡量 总 体 的 方 根 差 指标 。 
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如 果 C<5, 则 应 按 泊 松 分 布 来 计算 上 、 下 控制 限 。 
作 图 及 复核 检验 方法 如 前 二 种 。 


第 三 节 ”抽样 检验 与 标准 
一 、 抽 样 检验 的 基本 概念 


从 被 检验 对 象 的 总 体 中 随机 的 抽取 一 部 分 样本 进行 检验 , 根据 检验 结果 来 判 
断 总 体 的 质 基 水 平 并 决定 全 部 产品 是 否 合格 的 方法 叫 产品 质量 抽样 检验 。 

选择 抽样 方案 的 原则 是 :对 待 检 产 品质 量 要 有 正确 的 估计 ,能 真正 起 到 质量 管 
理 的 作用 ;抽样 检验 的 方法 简单 易 行 , 并 符合 经 济 原则 。 

产品 质量 抽样 检验 是 通过 检查 一 部 分 产品 来 推断 整 批 产品 的 质量 , 因此 可 能 
犯 两 类 估计 错误 :其 一 是 “以 好 为 坏 "的 错误 , 也 称 “ 生 产 者 风险 ", 记 犯 第 一 种 错误 
的 概率 为 <; 其 二 是 “以 坏 充 好 "的 错误 , 也 称 “消费 者 风险 ", 记 犯 第 二 种 错误 的 概 
率 为 6。 在 设计 抽样 方案 时 , 应 尽 可 能 地 改善 以 高 概率 保证 合格 批 被 接受 , 而 以 低 
概率 “接收 "不 合格 批 。 

根据 样本 大 小 及 检查 费用 与 a 和 8B 的 关系 , 可 以 通过 下 列 方程 式 求 得 a、B 和 
n 的 数值 


3G _ pan 四 
ac =Kiac+(i-9q)Qi=0 


(7.10) 


式 中 ;n 为 子 样 容量 , 即 所 含 产品 数目 ; 

总 损失 Q = 检查 费用 + 由 于 犯 第 一 种 错误 引起 的 损失 + 由 于 犯 第 二 种 错误 
引起 的 损失 ; 

令 开 = 每 件 产品 平均 负担 的 检查 费用 , 通常 包括 检验 人 员 的 工资 , 为 检验 所 
耗材 成 本 , 试 件 的 损失 ; 

Q1= 每 犯 一 次 第 一 种 错误 的 损失 ; 

Q2= 每 犯 一 次 第 二 种 错误 的 损失 ; 

4g = 根据 长 期 记录 , 生产 不 正常 时 的 概率 ; 

1- 9= 根 据 长 期 记录 ,生产 正常 时 的 概率 ; 

NN= 某 时 期 (例如 一 年 内 ) 内 送 检 产品 的 总 批 数 ; 

马 = 和 每 批 平均 损失 。 于 是 ,有 


* 218。 





Q =nkKNt+a(1-9q)NQr+ BNQ; (7.11) 


ol 


= R= nk+all- gq)Q+ A (7.12) 


可 见 , 当 K、q、Q1、Qz 都 一 定时 ,n 为 a、B 的 函数 。 因 此 , 可 以 通过 求 Q 极 小 值 的 
办 法 ,根据 (7.10) 式 求 出 a、p 的 数值 。 此 外 ,还 可 根据 以 往 的 经 验 和 生产 技术 水 
平 决定 a、8 入 的 数值 。 在 国际 质量 标准 (ISO) 和 我 国 国家 标准 (GB) 中 , 也 给 出 
了 一 系列 适用 于 不 同情 况 的 抽样 检验 标准 和 方案 。 


二 、 抽 样 检验 方案 





抽样 检验 方案 可 分 为 计数 的 和 计量 的 两 大 类 , 最 常用 的 抽检 方案 , 以 计数 的 为 
例 有 如 下 几 种 。 


1. 一 次 抽检 


在 N 件 产品 里 ,随机 抽取 n 件 进行 检验 , 如 果 次 品 数 小 于 C, 则 认定 该 批 产 
品 可 接受 , 否则 拒 收 。C 和 是 根据 产品 规格 预先 确定 的 。 
当 抽 检 方 案 (N;n,C) 给 定时 , 批 中 出 现 x = ad 件 不 合格 品 的 概率 为 


a-d 
CPCR-P 


Cy (7:13} 


p(x = d) = 


式 中 ;p 为 次 品 率 ,不 合格 品 总 数 为 D = Np。 
对 于 随机 样本 数 ,次 品 数 d 不 大 于 C 的 概率 为 


€ nd 
L(#) = 2) OV (7.14) 
d=0 N 
该 式 表示 的 是 接收 概率 或 称 批 合格 率 。 


当 N 之 10n 时 , 可 用 二 项 分 布 近似 计算 接收 概率 ,有 
& 
L(p) = DCp(1 一 户 )” 4 (7.15) 
d=0 


当 N 之 10n, 且 p<0.1 时 ,也 可 用 泊 松 分 布 近似 计算 接收 概率 ,有 
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Sy (np)” -np (7.16) 


L(p)= dlr 


如 果 抽 检 方 案 (N;n,C) 固 定 不 变 ,分 别 取 大 、 小 不 等 的 次 品 率 p, 计 算 其 接收 
概率 , 可 得 到 如 图 7.2 所 示 的 一 条 抽样 特性 曲线 (或 称 OC 曲线 ), 这 里 不 妨 取 (n 
=20,C=0), 为 了 比较 , 取 批量 N = 50, N = 100, N = 1000 构成 3 组 数据 。 在 图 
7.2 中 绘 出 3 条 曲线 。 


Lp) 








1 


2 3 4 3 6 2 8 9 10 


由 图 中 可 见 , 批 基 N 对 OC 曲线 的 影响 不 大 ;产品 质量 与 接收 概率 成 正比 ;不 同 的 
抽检 方案 对 应 着 不 同 的 OC 曲线 , OC 曲线 具有 区 分 抽检 方案 的 接收 与 拒 收 能 力 
的 作用 。 

2. 二 次 抽检 

两 次 抽检 的 基本 方法 是 :从 批量 N 中 随机 抽取 ni 件 观 察 , 如 其 中 次 品 个 数 
di 不 大 于 某 一 指定 数 C1 就 认为 合格 ; 若 大 于 另 一 指定 C; 就 认为 不 合格 ; 当 di 
落 在 Ci 与 C; 之 间 时 , 则 须 再 随机 抽取 一 个 样本 检验, 若 di + ds 三 C2, 也 就 认 
为 此 批 产品 合格 ; 若 di + dz > Cz, 就 认为 此 批 产品 不 合格 。 显 然 , 两 次 抽检 方案 
比 一 次 抽检 方案 更 精确 。 记 两 次 抽检 方案 为 (Ni ni, nz, C1, C2), 若 次 品 率 为 p， 
可 得 其 接收 概率 为 


工 ( 户 ) = Li(p)+ L2(p) (7.17) 


式 中 ， 
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2 5 NN-N (7.18) 
Li(p) = . 
1(p) 之 Ch 
ns-—d, 
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Li(p) 和 工 2(p) 表 示 第 一 \ 二 次 抽检 的 接收 概率 。 
当 N 宇 10n, 且 p 志 0.1 时 ,常用 泊 松 分 布 计算 ,有 


c 


bi d 
Lp) = 3 pnp 六 
- 


ca 
[em 5 Cs] 
fal 4 du! fo dzl 


(7.20) 


顺便 指出 ,两 次 抽检 方案 并 不 一 定 每 次 必 抽 两 个 样本 , 如 果 第 一 个 样本 能 做 出 
合格 与 否 的 判断 ,就 无 须 做 第 二 次 抽样 了 。 此 外 ,还 有 多 次 抽检 以 及 序 贯 抽检 方案 
等 ,限于 往 幅 , 不 再 獒 述 。 


三 、 抽 样 检验 标准 概述 
1. 计数 标准 型 抽检 


为 保护 生产 者 和 消费 者 双方 的 利益 , 将 两 种 风险 都 固定 为 某 个 特定 数值 的 抽 
样 检验 称 之 为 标准 型 抽检 。 

前 已 述 及 , 在 抽样 检验 中 , 冒 两 种 风险 是 不 可 避免 的 ,为 控制 这 两 种 风险 , 往往 
规定 两 个 次 品 率 po 和 pi( pi1< po), 一般 称 pi 为 极限 次 品 率 。 当 一 批 产品 的 批 不 
合格 率 p< po 时 , 认为 这 批 产 品质 量 较 好 , 应 该 以 大 概率 接收 (或 以 小 概率 拒 收 )， 
通常 将 拒 收 概率 控制 在 不 大 于 a 之 内 ;而 当 p> pi 时 ,就 认为 这 批 产 品 的 质量 较 
差 ,应 当 以 小 概率 接收 (或 以 大 概率 拒 收 ), 通常 将 接收 概率 控制 在 不 大 于 B 之 内 。 
则 有 


L(po)=1-a 
(7.21) 
L(p1)=B 


如 果 生产 者 与 消费 者 协商 取 定 po、p1 与 a、B, 则 可 由 下 列 方程 组 得 到 抽检 方 
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案 中 的 ”和 C 两 个 参数 


{7:22) 


实用 中 , 常 对 几 种 不 同 水 平 的 po、p1 和 a、B 按 (7.22) 式 计算 出 apo 和 C 值 
并 编制 成 表 ( 见 附 表 三 ), 便 于 制定 出 标准 型 一 次 抽样 方案 。 

[ 例 7-1]: 设 po=0.04, pi1=0.10,a=0.05,pB=0.10, 求 一 次 抽样 方案 中 和 
G3 

解 : 因 鉴 别 比 pi/po=2.5 

查看 附 表 三 中 a = 0.05 和 8p = 0.10 的 相应 栏 ,找到 最 接近 鉴别 比 2.5 的 值 为 
2.497, 因此 我 们 选取 C = 10; 而 对 应 于 npo(a = 0.05) 那 一 栏 里 的 apo = 6.169， 
因此 ,有 


即 所 求 抽样 方案 为 (154, 10)。 
2. 计数 调整 型 抽检 


计数 调整 型 抽样 检验 标准 适用 于 长 期 连续 生产 和 验收 的 单位 产品 。 其 特点 是 
可 以 调整 检验 的 宽 严 程度 , 若 初次 检验 认为 生产 方 提供 的 批 质 其 是 好 的 , 则 可 以 放 
宽 检 验 ; 反 之 , 若 认为 质量 差 , 则 须 加 严 检验 以 促使 生产 方 尽快 提高 产品 质量 。 

计数 调整 型 抽样 检验 是 目前 世界 上 应 用 最 普遍 的 抽样 检验 方案 。 国 际 标准 化 
组 织 的 ISO2859 和 我 国 的 GB2828 就 是 根据 计数 调整 型 抽样 检验 原理 制定 的 标 
准 。 


3. 计数 挑选 型 抽检 


这 种 抽样 检验 方案 的 特点 是 对 检验 合格 的 批 由 销售 方 整 批 接受 , 对 检验 不 合 
格 的 批 进行 全 数 检验 , 把 不 合格 单位 产品 用 合格 品 代替 后 才 由 销售 方 接收 。 
具体 的 抽检 方案 可 分 两 种 , 一 种 是 控制 极限 质量 抽检 ; 另 一 种 是 控制 平均 检 后 
次 品 率 的 上 限 的 抽检 。 
所 谓 控制 极限 质量 就 是 控制 p, 和 相应 的 消费 者 风险 8 的 条 件 下 , 使 平均 检验 
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件数 为 最 小 。 极 限 质量 p, 也 就 是 (7.21) 式 中 的 pi。 若 采用 挑选 型 一 次 抽检 方案 
(mw,C), 可 先 按 (7.23) 式 计算 过 程 平均 , 也 就 是 计算 一 系列 初次 提交 的 样本 批 的 平 


均 质 莽 


+dat td ,00% (7.23) 


Pmtnt-.+n 


式 中 :mi 为 样本 容量 ;di 为 相应 的 次 品 数 , i = 1,2,…,A。 
接收 概率 可 用 泊 松 分 布 表示 为 


L(D)= 六 Cp) (7.24) 
dl 
而 拒 收 的 概率 应 为 1 - L(p)。 因 此 ,挑选 型 一 次 抽样 方案 的 平均 检验 件数 为 
T= nL(p)+ N[1 -1L(p)] (7.25) 
若 预 先 给 定 p, 和 B( 一 般 取 p=0.10), 则 可 由 


CC 可 
6- 忆 六。 my (7.26) 


解 得 多 组 (nn, C), 再 将 其 代入 (7.25) 式 求 得 与 各 组 相应 的 平均 检验 件数 7。 对 应 
最 小 1 的 (n,C) 即 为 要 寻找 的 方案 。 实 用 上 也 有 人 编制 出 相应 的 表格 供 查 用 。 
所 谓 控制 平均 检 后 次 品 率 上 限 的 抽检 方案 ,就 是 在 限定 上 限 的 条 件 下 ,使 平均 
检验 件数 了 达 到 最 小 的 抽检 方案 。 
车 一 次 抽检 方案 为 (n, C), 产品 总 体 的 次 品 率 为 p, 其 接收 概率 为 L(p), 其 
检 后 平均 不 合格 率 为 





AOQ = 3 apL(p) (7.27) 
通常 N>n, 上 式 右 端 第 一 项 之 1, 因此 
AOQ ~ pL(p) (7.28) 


由 于 AOQ 是 p 的 函数 ,对 于 方案 (n, C), 可 通过 对 (7.27) 和 (7.28) 式 求 极 值 的 方 
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法 ,得 到 AOQ 的 最 大 值 ( AOQL ) 和 相应 的 p 值 及 n、C 的 关系 式 。 当 然 , 也 可 以 
借助 (7.25) 式 求解 平均 检验 件数 了 ,而 由 一 系列 1 值 确定 出 使 ] 为 最 小 的 (n, C)。 
按 这 样 原理 也 可 编制 出 相应 的 抽检 方案 表 。 


第 四 节 ”GIS 数据 的 质量 特征 
一 、 空 间 数 据 的 质量 特性 


数据 位 置 的 精度 直接 影响 数据 的 应 用 。 位 置 精度 是 在 数据 集合 (例如 地 图 ) 中 
物体 的 地 理 位 置 与 其 真实 的 地 面 位 置 之 间 的 差别 , 通常 的 检验 方法 是 按 规 定 的 方 
式 选择 一 些 特定 的 样本 点 与 另外 一 个 精度 更 高 的 独立 信息 源 的 定位 坐标 相 比 较 。 
同一 般 的 精度 含义 一 样 ,定位 精度 也 包含 着 准确 性 和 精密 性 两 个 概念 。 准确 性 是 
通过 偏差, 也 就 是 真实 位 置 与 表达 位 置 的 系统 差别 来 描述 的 , 理想 的 偏差 应 当 是 
零 , 表 明 图 上 位 置 与 表达 位 置 没 有 系统 偏差 。 偏 差 一 般 由 样本 的 平均 位 置 误差 度 
二 。 

精密 性 是 通过 对 所 选 的 测试 点 的 标准 离散 差 的 计算 进行 估计 的 。 离 散 差 的 大 
小 表明 位 置 误 差 的 取 值 范围 是 疏散 还 是 紧凑 , 若 取 值 范围 较 小 , 说 明 草 测 的 数据 精 
度 较 高 ,使 用 的 可 信和 度 也 较 高 。 位 泗 精 度 的 度量 通常 用 测量 中 的 方 根 差 来 表述 。 


1. 数学 基础 


图 廓 点 ,公里 格 网 , 经 纬 线 交点 , 控制 点 等 的 坐标 值 应 正确 , 在 回放 图 上 , 上述 
各 点 的 点 位 误差 不 超过 土 0. Imm, 图 廓 线 边 长 误差 不 超过 +0.2mm, 图 孵 对 角 线 
误差 不 超过 土 0.3mm。 


2. 平面 精度 


采用 全 野外 数字 测量 或 摄影 测量 获取 的 由 实测 数据 生成 的 数字 地 形 图 或 数字 
地 籍 图 ,地 物 点 (及 界 址 点 ) 对 相 邻 控制 点 位 置 中 误差 以 及 相 邻 地 物 点 间 的 间距 中 
误差 不 得 大 于 相应 比例 尺 测 图 规范 的 规定 。 

由 内 业 数 字 化 (及 扫描 矢量 化 ) 采 集 数据 的 数字 产品 , 其 误差 以 偏离 中 心 位 党 
为 衡量 标准 ,主要 地 物 的 误差 不 得 超过 0.2mm， 次 要 地 物 的 误差 不 得 超过 0.3mm， 
线 状 目标 位 移 中 误差 不 得 大 于 + 0.35mm。 


3. 高 程 精度 


实测 数据 的 数字 地 图 其 高 程 注 记 点 和 等 高 线 对 相 邻 高 程控 制 点 的 高 程 中 误差 
不 得 大 于 相应 比例 尺 测 图 规范 的 规定 。 
内 业 数 字 化 采集 的 数字 地 图 其 高 程 点 的 高 程 值 应 正确 , 等 高 线 的 高 程 不 应 与 
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相 邻 高 程 点 或 地 物产 生地 理 适 应 性 矛盾 , 并 能 显示 该 地 区 的 地 和 貌 形态 特征 。 


二 、 属 性 数据 的 质量 特性 


GIS 数据 不 能 简单 地 与 CAD 数据 划 为 等 同 的 是 重要 特征 之 一 。GIS 空间 数 
据 实 体 具 有 被 描述 的 属性 , 属性 数据 说 明 空间 实体 数据 的 几何 类 型 , 分 类 分 级 、 数 
据 特征 、 质 量 描 述 、 地 理 名 称 、 更 新 日 期 等 。 属 性 数据 按 性 质 、 内 容 、 存 储 方式 、 与 空 
间 数 据 关 系 的 密切 性 , 又 可 以 分 为 两 类 。 第 一 类 为 与 空间 实体 数据 紧密 相关 的 、 用 
于 区 分 空间 数据 实体 的 基本 属性 类 , 它们 可 以 是 空间 数据 惟一 标识 符 、 分 类 代码 ， 
几何 类 型 (点 线 面 )、 数 据 的 所 有 者 或 采集 者 、 数 据 来 源 、 数 据 建 立 日 期 .数据 精度 、 
与 其 他 空间 实体 之 间 的 关系 代码 (点 线 面 的 组 成 关系 、 相 邻 关 系 等 等 ) 等 信息 ,这 类 
属性 的 质量 控制 是 GIS 属性 数据 质量 控制 的 重点 。 第 二 类 是 描述 空间 实体 专业 
特性 的 专题 属性 数据 , 这 类 属性 数据 因应 用 专业 不 同 而 异 , 例如 地 籍 管理 的 GIS 
中 , 属性 数据 可 以 保 含 土地 等 级 .土地 权 属 性 质 .土地 用 途 等 ,这 类 属性 数据 大 多 由 
专门 的 数据 库 管理 系统 (DBMS) 存 储 管理 ,通过 一 定 的 方法 与 GIS 数据 库 相 连 。 

GIS 的 属性 数据 的 质 基 特 性 包括 : 

1) 描述 空间 数据 的 属性 项 定义 (包括 名 称 、 类 型 .长 度 等 ) 必 须 正确 ， 属性 表 中 
各 数据 项 的 属性 取 值 及 其 单位 不 能 异常 。 

2) 标识 码 是 区 分 标识 空间 数据 的 码 , 必须 惟一 有 效 , 不 重复 。 

3) 空间 数据 与 其 属性 数据 之 间 一 一 对 应 , 其 相关 性 要 正确 , 若 具 有 一 个 以 上 
的 属性 表 时 , 各 属性 之 间 的 相关 性 和 网 络 层次 应 正确 描述 和 建立 。 


三 、 空 间 数 据 之 间 的 关系 


GIS 中 空间 实体 点 线 面 之 间 的 6 种 组 合 表达 了 实体 间 拓 扑 关系 的 相 邻 性 、 连 
续 性 、 闭 合 性 \ 包 含 性 , 一 致 性 等 关系 ,是 地 理 空间 数据 处 理 分 析 的 依据 , 因此 , 空间 
实体 间 关 系 的 质 基 特性 (也 称 逻 辑 一 致 性 ) 是 不 可 忽视 的 。 

为 使 地 理 要 素 能 真实 地 再 现 地 狐 特 征 , 无 地 理 适应 性 矛盾 ,同类 实体 与 不 同类 
实体 间 必 须 正确 客观 地 反映 地 理 实体 间 结 构 关系 , 且 相关 位 帝 正 确 , 包括: 

1) 空间 实体 的 点 线 面 类 型 定义 必须 正确 。 

2) 保证 多 边 形 空间 实体 的 封闭 性 。 

3) 保证 线 状 空间 实体 的 连续 性 。 

4) 保证 组 合 实体 与 基础 图 形 要 素 之 间 的 正确 相关 性 , 例如 组 合 实体 “建筑 
物 ", 应 由 建筑 物 外 墙 线 、 其 标识 码 , 门牌 号 等 基本 要 素 组 成 。 

5) 保证 编码 不 重复 (组 合 实体 , 基础 图 形 要 素 )。 

6) 保证 符合 组 合 实体 间 和 基础 图 形 要 素 之 间 的 关系 原则 , 其 中 包括 : 

: “225. 








连接 一 一 如 墙 与 墙 可 以 连接 ,但 墙 不 能 与 铁路 连接 ; 

相交 一 一 如 墙 可 以 与 道路 边线 相交 ; 

共享 一 一 如 墙 可 与 台阶 楼梯、 道路 边线 共享 ; 

落 十 一 一 如 建筑 物 中心 点 应 落 于 墙 内 ; 

包含 一 一 如 墙 可 包含 建筑 物 中 心 线 。 

7) 保证 不 出 现 悬 挂 节点 和 擅 节点 , 所 有 线 状 要 素 相交 处 , 都 应 建立 节点 。 

8) 每 个 线 状 要 素 必须 既 有 从 左 侧 相关 于 它 的 面 域 , 又 有 从 右 侧 相关 于 它 的 面 
域 。 

空间 数据 之 间 拓扑 关系 的 正确 性 是 实现 GIS 系统 数据 处 理 和 分 析 的 基础 。 
它 的 质量 特性 是 GIS 区 别 于 CAD 系统 的 重要 内 容 之 一 。 


四 、 数 据 编辑 处 理 过 程 中 的 质量 特性 


GIS 的 数据 质 莽 控制 贯穿 于 资料 准备 ,仪器 准备 、 数 据 采集 、 编 辑 ` 分 析 处 理 、 
输出 全 过 程 。 从 编辑 处 理 过程 来 看 ,还 应 重视 下 列 特性 ; 


1. 分 层 


设 铬 不 同 图 形 层次 是 分 类 表示 各 种 不 同 地 物 地 貌 要 素 ,满足 不 同 需 求 , 甚至 是 
输出 不 同 图 饰 符号 的 手段 。 每 个 图 形 要 素 必 须 按 定 义 赋予 一 定 的 图 名 (或 号 ), 同 
一 元 素 不 能 赋予 一 个 以 上 图 层 名 , 每 一 图 层 只 有 一 种 要 素 。 


2. 完备 性 


GIS 中 的 图 形 和 属性 数据 ,包括 注 记 不 能 有 错漏 和 偏 移 , 数据 必须 完备 , 每 组 
数据 文件 应 该 齐全 。 


3. 惟一 性 
图 形 数据 应 具有 惟一 性 , 不 应 有 重复 重 登 。 
4. 自然 接 边 


图 形 数据 可 以 按 街坊 、 图 幅 、 对 象 等 进行 采集 , 所 有 相 邻 要 素 的 接 边 不 能 出 现 
逻辑 裂隙 .几何 裂 辽 , 应 保持 自然 。 

若 不 能 自然 接 边 时 ,几何 裂隙 不 得 超过 相应 比例 尺 测 图 规定 的 接 边 限 差 , 弥合 
处 理 时 ,应 保持 地 物 , 地貌 相互 位 置 和 走向 的 正确 性 。 

任何 数据 采集 方式 的 图 形 数据 接 边 , 均 不 允许 出 现 逻 辑 裂隙 。 若 几何 裂 陵 超 
限 ,或 地 物 、 地 貌 走向 交角 过 大 无 法 拼接 时 , 全 野外 采集 的 图 形 数据 应 到 实地 检查 
纠正 ;内 业 数 字 化 采集 的 图 形 数据 应 检查 原 图 。 
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5. 图 饰 质量 


数字 地 图 的 最 后 成 图 形式 与 空间 数据 库 中 的 表示 内 容 并 不 相等 , 其 数据 结构 
要 适应 GIS 的 拓扑 化 处 理 和 空间 分 析 , 根据 需要 也 可 生产 满足 国家 制图 标准 的 地 
形 图 ,以 围墙 ,铁丝 网 , 栅栏、 篇 管 为 例 , 在 空间 数据 库 中 , 它们 都 是 赋予 了 不 同属 性 
的 单一 线条 , 在 GIS 应 用 中 可 能 起 界限 作用 , 制图 时 则 完全 可 以 按 不 同 的 线 型 生 
成 输出 内 容 , 以 满足 不 同 的 需要 。 

屏幕 显示 和 输出 的 地 形 图 要 清晰 、 易 读 , 遵从 国家 制图 标准 , 符号 图 形 使 用 恰 
当 准确 ,图形 中 没有 点 边 挤 压 、 赣 盖 , 数据 实体 间 的 输出 表达 协调 , 无 适应 性 矛盾 ， 
图 廓 效 饰 符合 规定 , 内 容 完整 。 


6. 数据 转换 


GIS 数据 库 中 的 图 形 数据 可 通过 对 原 ( 白 纸 ) 图 的 手 扶 跟踪 数字 化 和 扫描 矢 基 
化 ,全 野外 数据 采集 、 航 测 数 字 化 等 多 种 手段 采集 而 得 。 属 性 数据 也 由 多 种 字 处 理 
软件 ,模式 识别 ,数据 库 管理 系统 收集 输入 , 入 库 过 程 中 常 需要 不 同 采集 系统 之 间 
的 数据 转换 , 在 保证 数据 精度 空间 数据 间 的 拓扑 关系 的 同时 , 空间 数据 与 属性 数 
据 之 间 的 连接 关系 不 能 丢失 。 


第 五 节 ”数字 地 图 产品 的 质量 检验 
一 、 检 验 程 序 


数字 地 图 产品 实行 二 级 检查 ,一 级 验收 制 。 

在 作业 组 自 查 互 检 的 基础 上 , 由 科 、 室 技 检 人 员 对 产品 作 100% 的 全 面 检 查 过 
程 称 一 级 检查 。 

二 级 检查 是 由 生产 单位 的 质 检 部 门 负 责 的 抽检 过 程 , 抽检 比例 一 般 不 少 于 
30%。 

验收 是 由 任务 单位 组 织 有 关 高 级 技术 人 员 实施 或 委托 主管 部 门 的 质 检 机 构 完 
成 。 交 验 的 产品 必须 是 经 过 一 、 二 级 检查 后 合格 的 产品 , 验收 比例 一 般 不 少 于 
10%。 

数字 化 图 的 基本 单位 一 般 规 定 以 “ 幅 "为 检查 验收 的 基本 单位 。 

样本 采取 简单 随机 抽样 取得 , 按 交 验 图 幅 批 基数 N 的 10% 抽取 , 若 N 达 10， 
样本 数 n=2;N>10, 且 Nx10% 不 为 整数 时 , 则 取 整 数 后 加 1。 

检查 验收 的 依据 是 : 

一 一 任务 书 或 合同 书 ; 

一 一 技术 法 规 和 技术 标准 ; 
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一 一 技术 设计 书 和 有 关 补 充 技术 规定 。 

交 验 资料 还 应 包括 有 关 数 据说 明 , 例如 对 图 形 数据 采集 的 说 明 ; 对 硬件 环境 及 
数据 格式 的 说 明 ; 对 使 用 的 原始 数据 的 说 明 ;对 属性 数据 及 其 标准 的 说 明 , 等 等 。 

凡 数 据说 明和 资料 不 全 或 原 图 质量 不 符合 要 求 的 , 承 验 单位 有 权 拒绝 验收 。 
同时 ,检验 人 员 要 对 产品 质量 检验 的 结论 负责 。 

样本 之 外 的 图 幅 , 若 样 本 质量 达到 优 、 良 时 , 可 免 于 概 查 ;否则 , 对 样本 中 出 现 
的 重大 问题 或 带 有 系统 性 的 问题 作为 概 查 的 重点 。 


二 、 空 间 数据 的 检验 


数字 产品 大 体 上 可 分 为 数字 线 划 地 图 (DLG) ,数字 栅 格 地 图 (DRG) 、 数 字 高 
程 模型 (DEM) ,数字 正 射影 像 图 (DOM) 等 。GIS 空间 数据 的 质量 检验 因 产品 类 型 
和 数据 采集 的 手段 不 同 检验 方法 可 略 有 不 同 , 但 检验 内 容 大 致 相当 , 可 用 表 说 明 
( 表 7.1)。 




















胡 7.1 
检验 内 容 DLG DRG DEM DOM 
数据 基础 以 Cl | 
8 平面 本 v | 
度 高 程 V ~ 
接 边 精度 ~ ~ V ~ 


表 中 打 \/ 号 的 ,表示 应 做 的 检验 内 容 。 

对 于 检测 数据 的 处 理 原则 是 ,大 于 3 倍 中 误差 的 检测 数据 应 视 为 粗 差 , 不 参与 
精度 评定 。 凡 大 于 2 倍 中 误差 的 检测 点 , 应 校 核 检测 数据 , 避免 检测 时 本 身 出 错 。 

检测 点 平面 位 置 中 误差 的 计算 


局 | Dx- zx) 
SR 2n 
| 之 o —»%)? (7.29) 
四 2n 
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式 中 :z', y 为 检测 点 坐标 值 ;zi, y; 为 数字 地 图 中 同名 点 的 坐标 值 ;” 为 检测 点 
个 数 ;ms my 以 及 My 分 别 为 在 坐标 轴 方 向 上 的 中 误差 和 点 位 中 误差 。 


间距 中 误差 的 计算 
(CS4 - Si 
ts | (7.30) 


式 中 ;m, 为 地 物 点 间 间 距 中 误差 ;S“; 和 Si 分 别 为 相 邻 地 物 点 间 的 检测 边 长 和 在 
图 上 基 取 的 同一 边 长 值 ;n 为 检测 边 数 
检测 点 高 程 中 误差 的 计算 


OH 一 万 及 
mH = | (7.31) 


式 中 : mn 为 检测 点 高 程 中 误差 ;H'; 和 H; 分 别 为 检测 点 高 程 和 图 上 同名 点 的 高 
程 ;n 为 检测 点 个 数 。 


三 、 属 性 数据 的 检验 


属性 数据 的 检验 主要 包括 要 素 分 类 与 代码 的 正确 性 、 要 素 属性 值 的 正确 性 ,与 
空间 数据 连接 关系 的 正确 性 等 等 。 检 验 时 通过 回放 图 与 原 图 套 合 或 在 屏幕 上 逐一 
显示 要 素 , 依据 地 图 要 素 分 类 代码 表 抽样 检查 要 素 分 类 属性 \ 代 码 的 正确 性 , 也 可 
按 各 属性 值 到 值 调 出 图 形 元 素 检查 各 属性 取 值 的 正确 性 以 及 与 图 形 元 素 关 系 的 正 
确 性 。 





四 、 空 间 数据 之 间 关 系 正确 性 的 检验 


空间 数据 之 间 关 系 正确 性 的 检验 (也 称 逻辑 一 致 性 和 完整 性 ), 主要 包括 :多边 
形 闭合 精度 、 结 点 匹配 精度 、 拓 扑 关 系 的 正确 性 等 。 检 测 时 可 将 回放 图 与 原 图 套 
合 ,或 采用 屏幕 漫游 目 视 检 查 以 及 计算 机 程序 检查 面 状 要 素 是 否 封闭 . 线 状 要 素 是 
否 连 续 、 同 一 地 物 在 不 同 图 幅 的 分 类 、 分 层 属性 是 否 一 致 , 以 保证 空间 数据 之 间 关 
系 的 正确 性 。 


五 、 缺 陷 分 类 


为 减少 人 为 因素 在 产品 验收 中 的 影响 , 采用 定 缺陷 的 方法 来 量化 产品 检验 中 
… 229 ， 





出 现 的 各 类 问题 ,采用 缺陷 扣 分 法 来 评价 产品 质量 。 按 着 问题 对 产品 质量 影响 的 
程度 , 一 般 定 义 有 : 

1) 严重 缺陷 一 一 单位 产品 中 的 极 重要 质量 特性 不 符合 规定 , 不 经 返工 不 能 提 
供 使 用 的 。 包 括 : 

。 数据 库 中 的 数据 无 法 读 出 或 出 现 严重 丢失 ; 

。 图 廓 点 ,控制 点 、 公 里 格 网 交点 坐标 值 与 理论 值 不 符 ; 

。 地 物 点 平面 或 高 程 误 差 超 限 点 数 超过 总 点 数 的 5% ; 

e 点 线 面 要 素 属 性 表 中 , 字段 名 ,字段 类 别 .字段 长 .字段 顺序 等 有 误 ; 

。 下 列 要 素 分 类 与 代码 错 , 属性 数据 错漏 和 要 素 放 错 层 或 位 普 不 准确 :图 界 、 
未 定 国界 界桩、 界碑 ,特别 行政 区 界 等 县 级 以 上 境界 ; 

。 地 名 注 错 或 其 他 错误 造成 主权 归属 错误 ; 

。 重要 地 名 错漏 一 处 ; 

。 未 按 规定 处 理 的 重大 政治 原则 问题 或 极 严重 的 错漏 ; 

。 点 线 面 要 素 拓 扑 关系 建立 错误 ; 

。 一 般 注 记 错 漏 超过 整 幅 图 的 15% ; 

。 其 他 极 严 重 的 错漏 。 

2) 重 缺陷 一 一 单位 产品 的 重要 质量 特性 不 符合 规定 , 对 用 户 有 重大 影响 的 。 
包括 : 

。 国家 一 二 等 级 三 角 点 水 准点 及 城市 级 控制 以 上 的 等 级 点 错 、 漏 或 其 属性 
数据 错 一 处 ; 

。 主 要 公路 或 国家 主要 铁路 错误 \ 漏 绘 或 其 属性 数据 错 ; 

。 面 状 要 来 未 封闭 或 一 个 面 状 要 素 不 止 一 个 标识 点 ; 

。 高 压 线 ,管道 漏 错 10cm 以 上 ; 

。 境 界 错 、 漏 , 放 错 层 或 属性 错 ; 

。 一 般 地 名 错漏 率 超过 总 数 的 5% ; 

。 高 程 注 记 小 数 点 前 数字 错 ; 

。 大 面积 水 库 , 双 线 河流 .山脉 等 名 称 错漏 ; 

。 作为 图 名 的 图 内 名 称 注 记 错 漏 ; 

。 有 方位 意义 的 重要 独立 地 物 错漏 一 处 ; 

。 地 物 点 平面 或 高 程 误差 超 限 ,每 三 个 计 为 一 个 。 

3) 一 般 缺 陷 。 包 括 ， 

。 要素 几何 图 形 不 接 边 一 处 , 或 属性 不 接 边 一 处 ; 

。 说 明 注 记 错 三 处 计 为 一 个 ; 

出 现 悬挂 节点 、 结 点 匹配 腿 差 超 限 等 五 处 计 为 一 个 ; 

。 居住 地 名 称 注 记 或 水 系 等 名 称 错漏 ; 

.一般 要 素 放 错 层 ; 

。 要 素 重复 输入 二 次 ; 
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。 独立 地 物 错漏 三 处 计 为 一 个 ; 

。 超过 图 上 4cm? 的 面 状 要 素 属性 错 、 漏 ; 

。 平面 或 高 程 误差 超 限 一 处 ; 

。 高程 点 与 其 注 记 缺 一 , 三 处 计 为 一 个 ; 

。 不 属于 上 述 缺 陷 的 其 他 问题 。 

对 于 DOM、DRG 及 DEM 等 空间 数据 产品 , 由 于 产品 质 基 特性 略 有 不 同 , 其 缺 
陷 定 义 及 内 容 也 会 有 所 差异 。 


1. 单位 产品 质量 评定 


每 单位 产品 预 兽 100 分 , 严重 缺陷 扣 42 分 ; 重 缺陷 扣 12 分 ;一 般 缺陷 扣 1 分 。 
扣 分 标准 中 , 可 加 入 缺陷 值 调整 系数 W/S, W 为 单位 产品 的 定额 工 天 , S 为 
单位 产品 的 平均 困难 类 别 定额 工 天 , 也 即 重 缺陷 为 12( W/S), 一 般 缺 陷 为 1( W/ 
S)。 
根据 缺陷 出 现 的 程度 与 数 莽 得 出 总 缺陷 值 , 则 该 单位 产品 的 分 值 = 100 - 总 缺 
陷 值 。 若 分 值 低 于 60 分 ,或 单位 产品 中 出 现 一 个 严重 缺陷 , 则 认为 是 不 合格 。 
单位 产品 优 、 良 、 合 格 \ 不 合格 等 各 品级 的 分 值 如 下 : 
分 值 ” 90~100 分 75 一 89 分 60 一 74 分 60 分 以 下 
品级 优 良 合格 不 合格 
除了 采用 缺陷 扣 分 法 外 ,也 可 引入 加 权 平 均 法 计算 单位 产品 得 分 。 权 p 表示 
产品 的 质量 特性 在 评定 产品 质 基 时 所 占 的 比重 。 对 于 大 比例 尺 数字 产品 , 可 以 把 
检测 点 的 平面 和 高 程 检测 权 定 为 0.6, 其 他 质量 特性 权 定 为 0.4。 
把 产品 的 质 其 特性 分 成 若干 个 等 级 , 每 个 等 级 的 质 其 得 分 


wa = 100 — B12(W/S) - 2 1(W/S) “(7.32) 


式 中 :ai 为 单位 产品 第 j 级 质 其 得 分 ;mt 与 m 分 别 为 相应 于 ; 级 的 质 基 特性 重 
缺陷 个 数 和 一 般 缺 陷 个 数 ; W/S 为 缺陷 值 调整 系数 ( W 为 单位 产品 的 定额 工 天 ， 
S 为 单位 产品 的 平均 困难 类 别 定额 工 天 ) 。 

单位 产品 的 最 后 得 分 为 


N= Dap; (7.33) 


pe 
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式 中 : 户 为 相应 质量 特性 的 权 ;nm 为 质量 特性 分 级 项 数 。 

2. 批 产品 质量 评定 

样本 中 的 各 单位 产品 质量 经 评定 后 , 非 样 本 产品 根据 样本 单位 产品 的 质量 决 
定 是 否 要 概 查 , 并 核实 生产 单位 评定 的 产品 等 级 ,根据 样本 质量 和 概 查 情况 作出 对 
批 产品 质量 最 后 的 评定 结论 。 

3. 检查 验收 报告 


检查 验收 报告 的 内 容 包括 验收 工作 中 发 现 的 问题 及 处 理 意 见 , 以 及 验收 结论 。 
给 出 抽检 样品 的 各 类 缺陷 扣 分 , 对 抽检 样品 的 质量 做 出 统计 分 析 , 并 以 文字 形 
式 对 批 产品 质 基 做 出 客观 评价 。 


思考 题 与 习题 


1. 简 述 什么 是 全 面 质量 管理 (TQC)? 
2. 过 程控 制 的 主要 对 象 是 什么 ? 是 基于 何 种 理论 来 设计 控制 的 ? 
3. 试 按 下 述 资料 , 确定 一 次 抽检 方案 中 的 n 和 C。 














4. 抽检 一 批 白 纸 地 形 图 , 批 其 N = 1000, 其 不 合格 品 率 p =0.04, 试 求 按 方案 
(30, 1) 抽 检 这 批 产品 的 接收 概率 。 

5. GIS 数据 质量 包括 有 哪些 特性 ? 

6. 简 述 数字 地 图 产品 的 质量 检验 程序 。 
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附 大 


工 (p, ?) 分 布 表 
0.05 | 0.0L | 





m=3 | 





18.80 | 25.60 | 9 





16.62 | 22.68 | 10 
























































13 | 21. 26.38 











15 | 20.56 | 25.87 


14 | 20.77 | 26.10 | 
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m=7 8 m= 

18 | 48.60 | 56.90 | 24 67.10 |28 | 70.10 | 78.60 | 34 | 82.30 | 92.40 
19 | 48.20 | 56.30 | 26 66.30 | 30 | 69.40 | 78.80 | 36 | 81.70 | 91.80 
20 | 47.70 | 55.80 | 28 65.68 | 32 | 68.80 | 78.17 | 38 | 81.20 | 91.20 
21 | 47.34 | 55.36 | 30 65.12 |34| 68.34 | 77.60 | 40 | 80.70 | 90.70 

47.00 | 54.96 | 32 64.64 | 36 | 67.91 | 77.80 | 45 | 79.83 | 89.63 
24| 46.43 | 54.28 | 34 64.23 | 38 | 67.53 | 76.65 | 50 | 79.13 | 88.83 
26 | 45.97 | 53.73 | 36 Fas 40 | 67.21 | 76.29 | 55 | 78.57 | 88.20 
28 45.58 | 53.27 28 63.55 | 45 | 66.54 | 75.51 | 60 | 78.13 | 87.68 
30 | 45.25 | 52.88 | 40 63.28 | 50 | 66.02 74.92 | 65 | 77.75 | 87.26 
32 | 44.97 | 52.55 55 | 65.61 | 74.44 |70 77.44 | 86.89 
34 | 44.73 | 52.27 60 | 65. 75 | 77.18 | 86.59 
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附 表 二 
ss 
M(p, ro, 大) 分 布 表 
(a=0.05) 
大 
We 2 3 4 # 6 7 8 10 
和 
洲 12.18 | 18.70 | 24.55 | 30.09 | 35.45 | 40.68 | 45.81 | 50.87 | 55.87 
4 10.70 | 16.65 | 22.00 | 27.07 | 31.97 | 36.76 | 41.45 | 46.07 | 50.64 
5 9.97 15.63 | 20.73 | 25.56 | 30.23 | 34.79 | 39.26 | 43.67 | 48.02 
6 9.53 15.02 19.97 24.66 | 29.19 | 33.61 37.95 42.22 46.45 
7 9.24 14.62 | 19.46 | 24.05 | 28.49 | 32.82 | 37.07 | 41.26 | 45.40 
8 9.04 14.33 19.10 | 23.62 27.99 32.26 36.45 40.57 44.65 
9 8.88 14.11 18.83 | 23.30 | 27.62 | 31.84 | 35.98 | 40.06 | 44.08 
10 8.76 13.94 18.61 23.05 27.33 31.51 35.61 36.65 43.64 
[2 19.2 30.5 41.0 $51.0 60.7 70.3 79.7 | 89.0 98.3 
6 17.57 | 28.24 | 38.06 | 47.49 | 56.68 | 65.69 | 74.58 | 83.37 | 92.09 
是 16.59 26.84 36.29 45.37 54.21 62.89 71.45 79.91 88.29 
8 15.93 | 25.90 | 35.10 | 43.93 | 52.54 | 60.99 | 69.33 | 77.56 | 85.72 
9 15.46 | 25.22 | 32.24 | 42.90 | 51.34 | 59.62 | 67.79 | 75.86 | 83.86 
10 15.11 | 24.71 | 33.59 | 42.11 | 50.42 | 58.58 | 66.62 | 74.57 | 82.45 
11 14.83 | 24.31 | 33.08 41.50 | . 57.76 | 65.71 | 73.56 | 81.35 
12 14.61 | 23.99 | 32.67 | 41.01 | 49.13 | 57.11 | 64.97 | 72.75 | 80.46 
13 14.13 | 23.73 | 32.33 | 40.60 | 48.66 | 56.57 | 64.37 | 72.08 | 79.72 
6 30.37 | 48.63 65.91 82.60 98.90 115.0 131.0 
7 27.13 | 44.69 | 60.90 | 76.56 | 91.89 | 107.0 | 121.9 | 137.0 | 152.0 
8 25.61 | 42.24 1 57.77 | 72.78 | 87.46 101.9 | 116.2 | 130.4 | 144.6 
9 24.46 | 40.56 | 55.62 70.17 | 84.42 98.45 112.3 126.1 139.3 
10 23.62 | 39.34 | 54.05 68.27 | 82.19 | 95.91 | 109.5 | 122.9 | 136.3 
11 22.98 | 38.41 52.85 | 66.81 80.49 93.95 107.3 120.5 133.6 
12 22.48 | 37.67 | 51.90 | 65.66 | 79.14 | 92.41 105.5 | 118.5 | 131.5 
13 22.08 37.08 51.13 64.73 78.04 | 91.16 104.1 | 117.0 29:7 
14 21.75 | 36.59 | 50.50 | 63.96 | 77.14 | 90.12 | 103.0 | 115.7 | 128.3 
15 21.47 36.17 | 49.97 | 63.31 76.38 89.25 102.0 | 14.6 127.1 
8 32.29 | 65.15 | 89.46 | 113.0 
9 36.70 | 61.40 | 84.63 107.2 129.3 151.5 
10 34.92 58.79 81.25 103.1 124.5 145.7 
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附 表 三 
三 
-一 
一 次 抽样 方案 检查 表 
pi/po nPo 
=0. =0.05 =0.05 
C 人 «=0.05 
p=0.10 B=0.05 B=0.01 
58.404 89.781 0.052 
13.349 18.681 | 0.355 
7.699 10.280 0.818 
675 7.352 1.366 






















































































a=0.01 a=0.01 
C a=0.01 

p=0.10 B=0.01 
0 229.105 458.210 0.010 
1 26.184 44.686 0.149 
2 12.206 19.278 0.436 
3 8.115 12.202 0.823 
4 6.249 9.072 1.279 
5 5.195 7.343 1.785 
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